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要 旨

本研究は Lithium-ion batteryのシステムの次数に整数次数以外の次数が含まれていることに着

目し, 非整数階, つまり分数階微積分により記述されるシステムのモデリング方式および時間領域

内でのシミュレーション方式の確立を目的としている.

分数階微積分とは従来の整数階の微積分を 1/2や 2/3といった無理数を含めた分数階へと拡張

した微積分のことである. 分数階微積分は, これまでの多くの研究者らにより従来の整数階の微積

分ではモデル化が困難だったシステムや現象を分数階微積分によりモデル化できることや実際の

物理的問題の解が与えられることが実証されてきている. また, 1990年代からの急速なコンピュー

タの発展に伴う計算処理性能の向上などから, 研究が盛んにおこなわれてきている.

分数階微積分によりモデル化できるものには粘弾性体の振る舞いやアモルファス半導体の電気

的応答, 非圧縮性流体の時間依存性粘性モデルなどがある. アモルファス半導体の電気的応答を分

数階微積分によりモデル化できることから, リチウムイオン電池をはじめとした二次電池の実時間

での劣化診断への応用としても期待されている.

分数階微積分により記述されるシステムの多くは周波数領域での解析が多い. 時間領域での解

析も行われているが, 分数階を整数階へと近似したものがほとんどであり, 分数階をそのまま使用

した時間領域での解析は少ない. これは, 分数階微積分により記述される微分方程式の解軌道の中

にMittag-Leffler関数と呼ばれるガンマ関数を使用した無限級数の計算と, さらにMittag-Leffler

関数が畳み込み積分内に組み込まれた項を計算しなければならないことが要因の一つであるとい

える. さらに, これらの計算を毎時間する必要がある.

そのため, 分数階微積分により記述されるシステムを時間領域で, 分数階を整数階へと近似しな

いためのシミュレーション方式が必要となる. そこで, 本研究では分数次数を有する一般のシステ

ムのモデルの構築方法と, そのモデルにより表される分数次数システムの振る舞いを時間領域内で

整数階へと近似することなくシミュレーションする手法を検討し, 提案する. 　 1章では本研究に

至った背景や目的について述べる. 具体的には, 分数階微積分のこれまでに発行された論文数の推

移や, 分数階微積分に関する関連研究について述べ, リチウムイオン電池の特徴や特性, そして, こ

れらの課題や課題に対する本研究の立ち位置について述べる. 最後に本論文の構成と各章の概要

を記載している.

次いで, 2 章では分数階微積分の代表的な定義である, Riemann-Liouville の分数階微積分と

Caputoの分数階微分の定義を紹介し, Caputoの定義を使用した微分方程式と方程式の解軌道を

示している.

3章では, 蛇型ロボットの横滑りを抑制した推進制御を行っている. Projection Methodにより

2次元平面上の 5リンクの蛇型ロボットをモデリングしダイナミクスを得る. そのダイナミクスに

横滑りが起こりうることを考慮するために, 従来研究で導入されていた「体幹と垂直方向へは滑ら

ない」という拘束の代わりにクーロン摩擦と粘性摩擦を導入する. 次いで, 制御に必要な状態を推



定するためのオブザーバを設計し構築する. そして, 横滑りを考慮しつつ目標値まで推進させる制

御系を位置制御系をベースに設計する. 最後に数値シミュレーションによって提案手法の有効性を

検証する.

4章では, 実際に分数次数を有している Lithium-ion batteryを対象に分数階の状態空間表現を

導出する. はじめに, Constant Phase Elementsを考慮した Lithium-ion batteryの等価回路モデ

ルを導出し, それの電気化学インピーダンスの伝達関数を求める. 求めた伝達関数に使用されて

いる各回路素子のパラメータは未知であるため, 計測実験により実際の物理パラメータを Particle

Swarm Optimizationにより推定する. 推定したConstant Phase Elementsの指数は実数であるた

め, Warburgインピーダンスの次数との最小公倍数で分数階微分の次数を決定する. 決定した次数

を基に, 状態空間表現を導出する. これにより, 実際の分数階の状態空間表現の導出方法を示して

いる.

5章では, 本論文の目的である, 分数階微積分により記述されるシステムのシミュレーション方式

を示している. 分数次数の状態方程式の解軌道には無限級数の計算をする必要があるMittag-Leffler

関数が畳み込み積分の内外に含まれている. 畳み込み積分の項の計算を回避するために, 外生入力

を状態の中に組み合わせシステムを拡大系へと変換する. これにより先に述べた毎時間計算しな

ければならない畳み込み積分項を消すことができるため, 単純な自由応答系の初期値応答を計算す

るだけでよい. この拡大系への変換を 3章で導出した状態空間表現に適用し, シミュレーションす

ることで Lithium-ion batteryの時間領域での応答を整数階へと近似することなく求めることが可

能になる.

6章では 2-4章をまとめ, 結論を記載している. また, 本研究の課題や今後の発展について述べて

いる. 分数階微積分の代表的な定義であり, Riemann-Liouvilleの分数階微積分の問題点を解決す

る Caputoの分数階微分を使用することで初期値を任意に設定できる分数次数のシステムの構成

法を示した. 次に, 実際に分数次数を有するシステムである Lithium-ion batteryの分数階の状態

空間表現を導出した. そして, 状態方程式の外生入力を方程式の状態に組み込む拡大系への変換を

行い, 自由応答系の初期値応答をシミュレーションすることで外生入力を含んだシステムの時間領

域内でのシミュレーション方式を確立した.



目 次

1. 序論 1

1.1 研究背景と目的 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1 分数階微積分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.2 リチウムイオン電池 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.1.3 解決すべき問題点 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.1.4 技術的背景 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.5 関連研究での取り組み . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2 研究目的 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3 論文構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2. 分数階微積分 13

2.1 数学的準備 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.1.1 整数階微分の定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.1.2 ガンマ関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.1.3 Mittag-Leffler関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2 分数階微積分の定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2.1 Grünwald-Letnikovの定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2.2 Riemann-Liouvileの分数階微積分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.2.3 Riemann-Liouvilleの分数階微分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.2.4 Caputoの分数階微分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3. 横滑りを考慮した蛇型ロボットの推進制御 34

3.1 5リンク蛇型ロボットのモデリング . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.1.1 無拘束時の運動方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.1.2 拘束力行列の計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.1.3 拘束後の運動方程式の導出 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.2 オブザーバの構築 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2.1 オブザーバの設計 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2.2 SDREに基づいたオブザーバの構築 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.3 制御系設計 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

i



3.4 推進シミュレーション . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.4.1 推進制御の検証 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.4.2 オブザーバの検証 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.5 分数階微積分を蛇型ロボットの推進へ適用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.6 まとめ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4. Lithium-ion Batteryの分数次数状態空間表現 65

4.1 等価回路モデルの導出 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.1.1 伝達関数の導出 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.2 インピーダンス測定実験 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.2.1 環境構築 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.2.2 測定結果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.3 Particle Swarm Optimizationによるパラメータ推定 . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.3.1 PSOについて . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4.3.2 PSOによるパラメータ推定結果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4.3.3 推定したパラメータの妥当性の検証 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

4.4 分数次数状態空間表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

5. 分数次数システムのシミュレーション方式 74

5.1 分数階微積分による状態空間表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5.2 状態方程式の拡大系への変換 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

5.3 行列Mittag-Leffler関数の計算方式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

5.4 LIBでの数値計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

6. 結論と今後の展望 82

6.1 結論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

6.2 今後の展望 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

謝 辞 92

ii



1. 序論

1.1 研究背景と目的

1.1.1 分数階微積分

分数階微積分とは, 1階, 2階と整数階であった微積分を 1/2階, 2/3階など分数へ拡張した微

積分のことである. 近年では従来の整数階の微積分ではモデル化が困難だったものを分数階微

積分によりモデル化できることや実際の物理的問題の解が与えられることが分かっている. [61]

では粘弾性体の振る舞いと分数微積分の関係を示し, その分数微積分モデルは物理的原理と一致

していることを示している. [62]ではアモルファス半導体のモデルを分数拡散方程式 (fractional

diffusion equation)で記述している. [63]では長期記憶過程のモデルである自己回帰和分移動平均

(Autoregressive integrated moving average process; ARIMA)過程の和分の次数を非整数に拡大

することで典型的な長期記憶のモデルを構成している. [64]では粘性のある非圧縮性流体の非定常

流れの時間依存性粘性モデルを Fractional calculusを用いてモデリングし，解析している. こう

いった, 分数階微積分の研究は文献をたどると 1695年に de L’Hopitalが Leibnizへの数学的興味

を尋ねるために宛てた書簡から始まっているとされている.

微積分には大きく分けると 2通りの解釈があり, 1つは物理現象の解析に関連付けたもの, そし

てもう 1つは曲線の関係を関連付けたものである. 前者は, 位置の 1階, 2階の時間微分がそれぞれ

速度, 加速度であるというように, 時間の微積分を物体の運動に紐づけて解析する考え方は, ニュー

トンの慣性の法則が代表的である. また後者は, 2次関数の 1階微分は 1次関数であるというよう

に, 曲線と微積分を関連付けたものである.

前者の物理現象と関連付けた考え方を用いて, 分数階微積分と物理的パラメータの対応関係を考

えた場合, 位置の分数階時間微分は位置と速度の中間的なパラメータという意味になってしまい,

その意味が不明瞭である. しかし, 後者の考え方を用いると, 2次関数の分数階微分は 1次関数の中

間的な曲線を表すということになり, その意味は明瞭となる.

これまでに多くの数学者が様々な分数階微積分の定義を提案してきた [68, 69]. そして, Web

of Scienceにて Fractional Calc∗や Fractional Derivativeの発行論文数を調査すると, Figure 1.1,

Figure 1.2に示されるように, 1990年代から指数的に増加していることが確認できる. それ以前の

期間では年に数本出ているかどうかというところである. この急増の背景にはコンピュータの発

展により, 数値解が計算できるようになったことや複雑な計算から生じる高コストな処理に対応で

きるようになったことなどが挙げられる.

分数階微積分によって表現されたシステム,すなわち分数次微分システムによる動特性のモデリン
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Figure 1.1: Fractional Calc∗をトピックに含んだ 1964年から 2018年 (11月現在)までの間の論

文数の推移

Figure 1.2: Fractional Derivativeをトピックに含んだ 1964年から 2018年 (11月現在)までの間

の論文数の推移
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グなどに関する研究 [61, 62, 63, 64]や, システムの安定性 [65, 66]や可制御-可観測の条件 [67]など

の,システム理論を解析する研究がなされている. 近年では,リチウムイオン電池 (LIB:Lithium-ion

battery)をはじめとした二次電池における電気的応答が分数階微積分により表現できることから,

このアプリケーションへの適用が期待されている.

1.1.2 リチウムイオン電池

リチウムイオン電池は他の二次電池と比べ, 高エネルギー密度, 高電圧, 長寿命であることが示

された. このような特徴から, 2000 年代頃からリチウムイオン電池搭載機器は急激に増加してい

る. 本節ではリチウムイオン電池について述べる.

　リチウムイオン電池の電極や電解質の材料はこれまでの研究によって様々なものが用いられて

おり, 用途などによって材料が異なる [2].

　正極材料として, 1980 年に水島らは LiCoO2がリチウムイオンを可逆的に吸蔵放出できる材料

であることを発見し, 電池の正極材料に用いることを提案した [3]. 今日, ノート PCやスマート

フォンなどの民生用リチウムイオン電池のほとんどに LiCoO2が用いられている. 産業用では材料

の使用量が増えるのに対して, コバルトは生産量の 4 割以上を電池用途が占めていることから, レ

アメタルのコバルトの使用量を抑えた材料が用いられている. 主に用いられているものとしては

Li(Ni,Co,Mn)O2 があり, 他には安全性を考慮しつつコバルトフリーな LiFePO4 や LiMn2O4 も

正極材料に選択されている. 電気自動車用には高容量化を図る為に Li2MnO3や Li(Co,Mn,Ni)O2

などの固溶体などが検討されている.

　負極材料には 1981年に三洋電機が黒鉛炭素質を提案し, 一般的に炭素材料が用いられるように

なった [4]. 用途に応じて材料は変化させ, グラファイト, ハード/ソフトカーボンが用いられる. 炭

素系の材料を用いることで金属リチウムの析出を防ぐことができるため内部短絡の可能性を抑え

ることができる. 炭素系以外の材料にはチタン酸リチウムやケイ素, スズが挙げられる. チタン酸

リチウムは 2008年に東芝により商品化され, 炭素系よりもエネルギー密度は低いが優れた充放電

サイクル特性を持つため, 急速充電が可能であり, 5分間で 9割の充電が可能である. 低温での動作

特性も良好なことから, 産業用で有利になる用途での利用が期待されている. ケイ素やスズ系は充

放電での体積変化率が大きく, 膨張収縮により, 電極としての構造が壊れやすいことから研究が待

たれている.

　電解液には有機溶媒が主に用いられている. これは, 電解液に水を用いると, 水の電気分解電圧

の 1.23Vを超えており, リチウムイオン電池の起電力である 3.7Vでは水の分解が始まってしまい,

電池内にガスが充満するためである. 一般的には環状カーボネートと鎖状カーボネートの混合溶

媒に Li塩を溶解させたものを用いている. 2016 年現在では電解液は可燃性のものがほとんどであ

り, 不燃性の電解液の開発が求められている. また, 有機系溶媒では水系電解液よりも 10−21/Ωcm

ほど電気伝導率が低い為, その他の部分で電極間抵抗を下げる研究がなされている. 不燃性の電解
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質を用いたリチウムイオン電池としては 1999 年に量産されたリチウムポリマー電池がある. 極板

の材料などはリチウムイオン電池と同様のものを用いるが, 電解質に固体のポリマーが使用されて

おり, これにより漏液の防止, 安全性の向上が達成される [5]. また, リチウムポリマー電池は電解

液をポリマーでゲル化させた電池である. 電解液がゲル化することで漏出の恐れがなくなり, 電池

缶が不要となった. 電池缶の代わりにアルミニウムのラミネートを用いることで, リチウムイオン

電池と比べ, 軽量かつ薄型である. リチウムイオンポリマー電池には Li+イオンの動きを抑制する

セパレータが存在せず, 内部抵抗がリチウムイオン電池と比べ小さい. このような特徴から携帯電

話などのポータブル機器に広く用いられている. 2018 年現在では電解質に固体を用いた全固体電

池の開発も進められており, 電気伝導率の向上により実用化が期待されている.

　セパレータにはポリエチレンやポリプロピレンが用いられており, 厚さが 20 μm前後のフィル

ムである. フィルムには Li+イオンを透過させるために微小な孔が開いている. これが Li+イオン

にとって抵抗成分である. セパレータには熱暴走を防ぐ働きもあり, リチウムイオン電池が短絡し

て内部温度が 130 ℃を超え始めると, 孔部が溶融して閉塞する. これにより, Li+イオンの透過は

遮断され電池反応は停止し, 安全を確保する.

　上記したリチウムイオン電池の電極に用いられている材料の結晶構造は隙間が多く, 原子サイズ

が小さいリチウムイオンは電極の結晶構造を変えることなく内部に移動し, 電子を授受できる. こ

の動作をロッキング・チェア構造といい, 電極で溶解, 析出反応が発生しないことから, 電池の長

寿命化を図ることができる. Figure 1.3に充放電時のリチウムイオンの挿入と脱離反応を示す.

正極をコバルト酸リチウムとしたときのリチウムイオン電池の半反応式を (1.1), (1.2)に示し,

(1.3)に全反応式を示す. (1.1)－ (1.3)において, 左から右の反応が放電反応であり, 右から左への

反応が充電反応である.

正極反応 ： 2Li0.5CoO2 + Li+ + e− ⇔ 2LiCoO2 (1.1)

負極反応 ： C6Li ⇔ C6 + Li+ + e− (1.2)

全反応 ： C6Li + Li0.5CoO2 ⇔ C6 + 2LiCoO2 (1.3)

(1.3)から, 電極内のリチウムを電極間でやり取りすることで充放電していることが分かる.

　リチウムイオン電池の放電時の Li+イオンの動きを Figure 1.4に示す.

(1) 固相拡散過程：Li+イオンが濃度勾配により, 負極内から表面に移動する.

(2) 溶媒和過程, 誘電緩和過程：表面に達した Li+イオンが有極性溶媒の作用で電解質に入る. 同

時に, 正電荷を中和していた過剰電子が集電体に移動し, 負極層が物理的に再配列する.

(3) 拡散過程, 泳動過程：濃度勾配で Li+イオンが拡散するように移動し, 電位勾配で負極から正

極に向かって移動する.

(4) 脱溶媒和過程：正極表面に達した溶媒和 Li+イオンが電極内に入る.
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Figure 1.3 リチウムイオンの挿入と脱離

(5) 固相拡散過程, 誘電緩和過程：Li+イオンが濃度勾配により正極内部へ移動する. 同時に, 集

電体から注入された電子が Li+イオンを中和し, 正極層が変化する.

充電時には, 逆の順序で Li+が正極から負極へ移動する. Li+イオンが電極に入ると電極は膨張し,

電極から Li+イオンが出ていくと電極は収縮する.

　電極が膨張収縮を繰り返すことで, 剥離やひび割れが発生し, 劣化が進行する. 劣化にはサイク

ル劣化とカレンダー劣化の 2 つがある. サイクル劣化とは, 充放電を繰り返すことで発生する劣化

である. 電極が膨張収縮を繰り返し, 電極活物質の剥離やひび割れが発生することで電極として利

用可能な面積が減少し劣化が起こる. カレンダー劣化とは, 時間経過で発生する劣化である. 電極

と電解質の間に固体電解質界面層 (以下 SEI層)と呼ばれる薄膜が成長し, リチウムイオンの総量

を減少させるため劣化が起こる. 劣化の進行具合は使用環境によって異なる. サイクル劣化では,

大電流での急速充電や放電, 高温や低温環境下での使用, 過充電・過放電により劣化は加速する. カ

レンダー劣化においては高温環境下で高充電率で放置した場合に劣化が進行する.
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Figure 1.4 放電時のリチウムイオンの動き

1.1.3 解決すべき問題点

リチウムイオン電池は劣化が進行すると電池容量の低下や異常な発熱, 発火が発生する場合があ

る. また, リチウムイオン電池は過充電や短絡, 衝撃で発火が起きやすい [6]. 以下に発火のメカニ

ズムをまとめる [7]. まず, 衝撃による正極と負極の接触や, 経年劣化による SEI層の成長により,

微小短絡が発生し, 電池内部の温度が上昇する. 80℃付近まで上昇すると負極表面被膜と電解液が

反応し, 温度が上昇する. 同時に電解液自体が温度により分解を始める. 130 ℃付近でセパレータ

の孔が閉塞し, 電池反応が停止する. しかし, 何らかの理由で温度上昇が止まらず, 160 ℃付近まで

温度が上昇するとセパレータがメルトダウンし, 極板間において全面的に短絡が発生する. 全面的

に短絡が発生することで急激にリチウムイオン電池は発熱し, 220 ℃以上で熱暴走が起こり, 発火

に至る.

　竹野らはジュール熱の発生量と短絡時のリチウムイオン電池の内部抵抗の関係を明らかにし, そ

こから実験的に熱暴走の発生を確認している [8].

　電池を複数の組電池で用いる場合に劣化が発生しやすい場合がある. 電池を直列や並列で複数

接続した場合, 出荷状態で電池の劣化度や充電率などの状態がそれぞれの電池で違う場合がある.

並列接続において, ある電池の充電率が 0 %になっても, 並列接続した電池にまだ容量が残ってい

た場合には先に空になった電池において過放電が発生し, 劣化が急激に進行する. 充電時にも同様

にして, どれか 1つの電池が満充電になった場合に他の電池がまだ満充電ではなかった場合, 満充

電の状態からさらに充電され過充電の危険性がある.

　リチウムイオン電池の発火事故の事例はスマートフォンや旅客機などで多数報告されており, 劣
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化を抑える技術や劣化診断技術が求められている. 劣化を抑える技術としては, 前節で述べた電極

や電解質, セパレータなどの材料の改良や, 電池にキャパシタなどを併用したシステムの開発があ

る.

　電池と併用するシステムでは, 佐藤らがリチウムイオン電池に加え, 電気二重層キャパシタ・ア

ルミ電解コンデンサを用いたシステムを考案した [9]. 考案したシステムはポータブル電源規模の

装置でリチウムイオン電池単体と比べ, 応答特性が向上していることを確認している. 中山らはリ

チウムイオンキャパシタ, DCバスを併用し, 実用規模での電圧, 出力容量, 貯蔵エネルギー容量を

もつハイブリッド蓄電システムの開発を目指し, 再生可能エネルギー用に低電流でも効率よくエネ

ルギーを回収できるシステムを実装し, システムの制御系を設計している [10].

　劣化診断技術として, 電池の入出力である電流と電圧からシステムを同定する技術が盛んであ

る. 従来の研究では, 電池を 0 ％から 100 ％まで充電, もしくは, 100 ％から 0 ％まで放電し, 電

池容量を電流積算法で計算することで満充電容量からどれだけ容量が減っているかを推定してい

た. しかしながらこの方法ではセンサの誤差や, 電流積算法での積分誤差, 自己放電による電力量

が推定に影響し, 正確に容量を推定できないといった欠点があった [11]. また, 電池を空の状態か

ら完全充電するか, 容量満タンの状態から完全放電する必要があるため非常に手間である. さらに,

電流積算法では電荷を計測する専用の機器を用いるため, 電池を機器から一度取り外すか, 機器を

一度停止させる必要があることからオンラインでの推定が必要となっていた. この問題に対して,

松島は放電電圧の降下値と電池容量の関係を調べ, オンラインでの容量推定の手法を提案している

[12]. しかしながら, 容量変化やサイクル数だけでは劣化具合が異なり, 同じ充電回数, 容量変化の

電池でも劣化具合は異なる [13].

リチウムイオン電池はモデルの次数の中に実数が含まれることが分かっており, これは従来の整

数階のシステムでは表現しきれないため, 分数階のシステムとして表現される. しかしながら, 上

記のようにオンラインでの劣化診断を実現するには時間領域内での解析が望まれるが, 分数階シス

テムは周波数領域での応答の解析は比較的容易であるが時間領域での解析のための数値計算のコ

ストが高くなってしまい容易ではないことが分かっている.
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1.1.4 技術的背景

分数階微積分に関する研究

分数階微分 (Fractional Calculus: 非整数階微積分) は前述したように分数階微積分によって

表現されたシステム, すなわち分数次微分システムによる動特性のモデリングなどに関する研究

[61, 62, 63, 64]や, システムの安定性 [65, 66]や可制御-可観測の条件 [67]などの, システム理論を

解析する研究がなされている. これに伴い, これらを基に多くの研究者が分数階微積分を対象にシ

ステム理論やそれに付随するアプリケーションなどの研究・開発を行っている.

高松は分数階微積分を有する非線形制御系と適応制御系の設計を行っている [21]. 分数階微積分

を有するシステムに対しバックステッピング法を用いたスライディングモード制御を設計し, また

リチウムイオン電池に対して適応観測器を構築している. Manabeは非整数階の積分で表されるシ

ステムを整数階で近似して数値計算を行う手法を提案している [22]. 池田らは振動系を分数階に

拡張し, 拡張したシステムに対し分数階の最適レギュレータを設計している [23]. 従来の整数階微

分により表記されたシステムと分数階に拡張したシステムとで最適レギュレータの性能を評価し

ている. Saptarshi Dasらは分数次数のファジー PIDコントローラの設計をしている [24]. Swati

Sondhiらは Load Frequency Controlのために分数階の PID制御系を設計している [25]. Indranil

Panらはカオスを組み込んだParticle Swarm Optimizationを用いて再生可能エネルギー発電によ

るハイブリッド発電システムの分数次数ファジー制御を実現している [26]. Chun Yinらは非線形

システムのクラスの極致探索制御に基づくスライディングモード制御の設計している [27]. S. H.

Hosseinniaらは分数次数で表現された不確実なカオスシステムのスライディングモード制御によ

る同期を行っている [28]. Guy Jumarieは分数差分を介した分数階微積分における微分の連鎖律と

これを用いてシステムモデリングへ応用した [29]. Achraf Nasser Eddineらは電気化学インピーダ

ンスの時間領域における拡散パラメータを分数階システムを用いて同定している [30]. YangQua

Chenらは分数階制御についてまとめその中でも特に, 分数階のPID制御について示している [31].

Elham Amini Boroujeniらは非線形分数階システムのクラスに対して non-fragileな非線形分数次

数オブザーバーを設計している [32]. Kai Chenらは未知パラメータを有する分数階の非線形シス

テムのクラスに対してロバストな適応分数次数オブザーバを構築している [33]. Firas Khemane

らは集合のメンバシップ関数を用いた周波数領域における分数モデルのロバスト推定をしている

[34].

分数階微積分を用いたリチウムイオン電池に関する研究

リチウムイオン電池の需要が高まるにつれ, リチウムイオン電池の充電状態の推定や劣化診断,

これらのための数値計算のために分数次数を含めた電池システムの研究が行われている.

Qishui Zhongらは分数階のスライディングモードオブザーバを用いてリチウムイオン電池の充

電状態を推定している [35]. これは分数次数を有するRC等価回路モデルにより分極電圧と端子間

電圧の推定をしている. Jocelyn Sabatierらは分数微分を含めてリチウムイオン電池のモデリング
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をしており, バッテリーモニタリングシステムにより, SoC, SoHなど利用可能な電力の情報を得

ることができる [36]. また, リチウムイオン電池の簡単な分数微分に基づくモデルの構築法やその

関連のパラメータの推定手法を述べている [46]. Yunfeng Jiangらは Constant Phase Elementを

含んだリチウムイオン電池の非線形な動的モデリングに対してデータに基づいた分数微分により

モデリングしている [37]. Isabel S. Jesusらは電解質プロセスに基づいた分数次数を有するコンデ

ンサの開発を行っている [38]. このコンデンサの周波数応答から, 分数次数のコンデンサは従来の

整数次数のコンデンサに取って代わることが可能であることが示された. Xiaoyu Liらはリチウム

イオン電池に対して物理学にもとづいた分数次数モデルの構築とエネルギー状態推定, 電池のパラ

メータ同定を行っている [39]. 物理モデルによるパラメータ同定法と組み合わせたロバストなエネ

ルギー状態推定法を提案し, 異なる動作条件と異なる経年劣化段階で正確な電池の状態推定を実現

している. Fuli Zhongらはリチウムイオン電池に対する適応スライディングモードオブザーバと

分数次数を含んだ等価回路モデルに基づいた SoCの推定手法をアプローチしている [40]. Baojin

wangらはリチウムイオン電池を分数次数を含めてモデリングしそのモデルのパラメータを同定し

ている [41]. 時間領域でのテストデータからParticle Swarm Optimizationを用いて同定している.

また, 非線形分数モデルに基づくリチウムイオン電池の充電状態の推定を行っている [45] Renxin

Xiaoらは整数次数と分数次数に基づいたリチウムイオン電池に対してモデリングと SoCの推定を

行った [42]. Daming Zhouらはリチウムイオン電池の分数次数モデリングのためのパラメータの感

度解析を行っている [43]. アプリケーションの埋め込みのためのリチウムイオン電池の新たな分数

次数モデルについて述べている. Rui Xiongらはリチウムイオン電池における SoC推定のための新

しい分数次数モデルを構築している [44]. Butler-Volmerの方程式と Constant Phase Elementに

よる分数次数モデルを構築し非線形最適化やUKFを使用している. Lei Zhangらはウルトラキャ

パシタのための分数次数モデリングと充電状態の推定をしている [47]. Constant Phase Element

とWarburg-like Elementを用いた等価回路モデルを使用している. Ruixin Yangらは全気候電気

自動車への応用のための分数次数モデルベースの電池外部短絡故障診断を行っている [48]. この

研究ではリチウムイオン電池の外部短絡故障特性に及ぼす SoCと温度の影響について示されてい

る. Changfu Zhouらはリチウムイオン電池に対してロバスト性と安定性が保証された非線形分数

次数推定器を構築している [49]. Qi ZHANGらは EV用電池の分数次数ハイブリッドモデルと統

一等価回路モデルとの関連性を調査している [50]. Pierre E. JacobらはConstant Phase Element

を含んだ電池の分数次数への応用を伴う非マルコフ状態空間モデルにおけるベイズ推定を行って

いる [51]. Sara Mohajerらはリチウムイオン電池の寿命向上のために分数次数による電気-熱の劣

化モデルを構築し, カレンダー効果とサイクリング効果の分離に基づく経年劣化モデルを提案して

いる [52]. Yuan Zouらはリチウムイオン電池のための非整数次微分を用いた状態空間モデルを提

案している [53]. Qingxia Yangらはリチウムイオン電池用の簡易分数次数インピーダンスモデル

とパラメータ同定法を提案している [54]. 時間領域におけるテストデータに対し最小二乗遺伝的ア

ルゴリズムにより同定している. Jinpeng Tianらはリチウムイオン電池の劣化状態認識のための
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分数次数モデルをベースとした増分容量解析を行い, SoHの推定方法と経年劣化のメカニズムの同

定方法を提案している [55]. Hao Muらはリチウムイオン電池のための分数次数モデルをベースと

した充電状態の推定手法を提案している [56].

1.1.5 関連研究での取り組み

前節でも述べたように, リチウムイオン電池の内部状態を推定し, そこから劣化を診断する技術

が盛んになっている. 電池の内部状態には様々なものがあり, Figure 1.5に一例をタンクモデルで

表す [1]. 電池を 100 %充電した状態での電池容量を Full Charge Capacity(FCC)といい, Figure

Figure 1.5 リチウムイオン電池のタンクモデル

1.5のタンクモデルにおいて, タンクを満たした時の電荷量を表している. また, 新品状態でのFCC

を FCC0という. 残存容量は Remining Charge(RC)で表され, 充電率や FCCによって変化する.

電池の開回路電圧をOpen Circuit Voltage(OCV)といい, 端子電流が 0Aの時の平衡電圧である.

電池をどれだけ速く充放電できるかは State Of Power(SOP)で表され, 電池が劣化するにつれ, こ

の値は減少する. 電池の劣化度合いは State Of Health(SOH)で表されることが多く, (1.4)で導出

することができる.

SOH =
FCC

FCC0
(1.4)

　電池の充電率は State Of Charge(SOC)で表され, 2018 年現在では SOHや SOC推定がリチウ

ムイオン電池の状態推定において盛んである. 電池の状態推定では, 大きく分けて実時間領域と周

波数領域 2 つの推定方法がある.

　実時間領域での状態推定では, 電池の充放電時の電圧, 電流の時系列データを用いて, 状態を推定
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する. 馬場らはリチウムイオン電池の等価回路モデルを導出し, その物理パラメータと SOCをシ

リーズカルマンフィルタや Unscented Kalman Filter(UKF)を用いて推定している [14, 15]. Cen

らは, 電流と電圧の時系列データに対して, Adaptive Thau Observerを用いることで, リチウムイ

オン電池のOCV, SOCを推定している. 彦野らはリチウムイオン電池の温度特性を考慮した SOC

推定のための電池モデルを提案し, SOC推定の精度向上を実現した [16]. しかしながら, これらの

研究ではリチウムイオン電池の温度特性や劣化を考慮していない. また, 状態推定のためにモデル

を簡略化しているため, リチウムイオン電池の電気化学的な振る舞いをモデルが表現しきれていな

い問題がある. 従ってオンラインでの高精度での状態推定, 劣化診断ではリチウムイオン電池の電

気化学的な振る舞いを考慮したモデルが必要となる.

　周波数領域での状態推定では, 主に電気化学インピーダンス法が用いられている. リチウムイオ

ン電池に正弦波掃引信号を入力する. その電流, 電圧の入出力比からインピーダンスを計測し, 周

波数特性から状態を推定する. 周波数領域での状態推定では, 周波数成分を潤沢に含む信号を用い

ることができるので, 高精度にシステムを同定することができる [1]. ここで, 周波数特性は通常線

形システムに用いるが, Figure 1.4において, 各反応の速度は異なるため各反応の状態は異なる周

波数の信号から同定することができる.

　Yangらはリチウムイオン電池の電気化学インピーダンスデータを解析し, 等価回路モデルを同

定することで, リチウムイオン電池の電圧の追跡に有効であることを示している [17]. また, この

システムを用いることで SOC推定に有効であるという考えを述べている. Eddahechらはリチウ

ムイオン電池の等価回路モデルを導出し, リカレントニューラルネットワークを用いてリチウムイ

オン電池の動作を監視することで SOHの推定方法を提案している [18].

　以上のことから, 周波数領域での同定により, 高精度に状態を推定し劣化を診断できると考える.

リチウムイオン電池の劣化診断に関する先行研究として, 野口らはリチウムイオン電池の電気化学

インピーダンスを用いた等価回路モデルを導出し, Levenberg Marquardt Method(以下 LM法)を

用いて, 回路素子の物理パラメータを推定した [19]. 推定した等価回路モデルの物理パラメータの

劣化との関連性の調査について, Fernandezらは等価回路モデルの抵抗の劣化との関連づけについ

て述べている [20].

1.2 研究目的

本研究では, リチウムイオン電池の詳細なモデルを表現することができる分数階微積分を用いた

一般のシステムの時間領域における数値的なシミュレーション方式を確立することを目的とする.

そのために, 分数階微積分の基本的な性質を調査し, これを用いてシステムをモデリングする.

分数階微積分により表現されたモデルを状態空間表現の形式に変形し, これの解軌道を計算する.

この分数階システムの計算方式が従来では分数階を整数階へと近似しているため, 分数階を残した

状態でのシミュレーションを目指す.
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1.3 論文構成

2章 分数階微積分

分数階微積分におけるRiemann-Liouvilleの分数階微積分とCaputoの分数階微分について説明

する. 本論文内では Caputoの分数階微分を採用し, Caputoの分数階微分の加法性を利用した一

般的な分数階システムの構築方式を示す.

3章 横滑りを考慮した蛇型ロボットの推進制御

Projection Methodにより 2次元平面上の 5リンクの蛇型ロボットをモデリングしダイナミク

スを得る. そのダイナミクスに横滑りが起こりうることを考慮するために, 従来研究で導入されて

いた「体幹と垂直方向へは滑らない」という拘束の代わりにクーロン摩擦と粘性摩擦を導入する.

次いで, 制御に必要な状態を推定するためのオブザーバを設計し構築する. そして, 横滑りを考慮

しつつ目標値まで推進させる制御系を位置制御系をベースに設計する. 最後に数値シミュレーショ

ンによって提案手法の有効性を検証する.

4章 Lithium-ion Batteryの分数次数状態空間表現

Lithium-ion batteryの等価回路モデルは一般的には電気回路図やインピーダンスの伝達関数を

指すが, 本研究ではインピーダンスの伝達関数を求めたのちに, これの分数階状態空間表現の実現

を得る. ただし, 分数階の次数は CPEとWarburgインピーダンスの次数から決定する. CPEの

次数はParticle Swarm Optimization(PSO)により他の回路素子と同時に同定することで求めるこ

とができる. 求めた次数から Lithium-ion batteryの次数を決定し, 分数階の状態空間表現を導出

する.

5章 分数次数システムのシミュレーション方式

一般的な分数次数システムの時間領域でのシミュレーション方式を提案する. 分数次数の状態空

間表現の解軌道の計算には, 畳み込み積分の中に無限級数の計算が含まれており, これをまともに

計算する場合には時間が更新されるたびに無限級数とそれを含めた畳み込み積分を計算する必要

があった. しかし, 提案手法では毎時間の畳み込み積分の計算を避けることができ, 計算コストの

低減が見込める.

6章 結論と今後の展望

各章をまとめた結論と今後の課題について述べる.
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2. 分数階微積分

本章では,本論文の基礎となる分数階微積分の理解のために,数学的準備として整数階微分の定義

やガンマ関数について説明したのち, 分数階微積分の各定義 (Günwald-Letnikovの定義, Riemann-

Liouvilleの定義, Caputoの定義)やそれらの性質について述べ, 分数階微積分の要素を含むシステ

ムの状態空間表現によるモデリング手法を示す.

2.1 数学的準備

本節では数学的準備として, はじめに整数階微分の定義を確認し, ガンマ関数とMittag-Leffler

関数について説明する. ガンマ関数は整数階微分を非整数である分数階の微分に拡張するうえで

は非常に重要な関数であり, Mittag-Leffler関数は分数階微積分により記述された状態空間表現の

計算では重要な役割を持っている.

2.1.1 整数階微分の定義

分数階微積分の各種定義について述べる前に整数階での微分の定義を確認する. ある連続関数

f(t)の刻みを hとした時の 1階の微分は (2.1)で定義される.

f ′(t) =
d

dt
d(t) = lim

h→0

f(t)− f(t− h)

h
. (2.1)

この定義に 2階微分を適用する:

f ′′(t) =
d

dt
f ′(t) =

d2

dt2
f(t) = lim

h→0

f ′(t)− f ′(t− h)

h

= lim
h→0

1

h

(
f(t)− f(t− h)

h
− f(t− h)− f(t− 2h)

h

)
= lim

h→0

f(t)− 2f(t− h) + f(t− 2h)

h2
. (2.2)

そして, (2.1), (2.2)から 3階の微分は

f ′′′(t) =
d3

dt3
f(t) = lim

h→0

f(t)− 3f(t− h) + 2f(t− 2h)− f(t− 3h)

h3
(2.3)

とでき, 帰納法から n階の微分は

f (n)(t) =
dn

dtn
f(t) = lim

h→0

1

hn

n∑
r=0

(−1)r

n

r

 f(t− rh) (2.4)
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と定義できる. ただし, 式中の

n

r

は次式で計算できる二項係数である
n

r

 =
n(n− 1)(n− 2) . . . (n− r + 1)

r!
. (2.5)

2.1.2 ガンマ関数

ガンマ関数 Γ(z)は分数階微積分の基礎の関数の 1つであり, 階乗 n!を一般化し, nを非整数や

複素数の値を取ることができる. そのガンマ関数 Γ(z)は積分により次式で定義される

Γ(z) =

∫ ∞

0
e−ttz−1dt, (2.6)

ただし, Re(z) > 0. また, 実部が正の時の複素数に適用すると,

Γ(x+ jy) =

∫ ∞

0
e−ttx−1+jydt

=

∫ ∞

0
e−ttx−1ejy log(t)dt

=

∫ ∞

0
e−ttx−1 [cos(y log(t)) + j sin(y log(t))] dt, (2.7)

を得る. しかし, 実部が負の場合ではこれらは計算することができない. そこで, (2.6)を実部が負

のときにも適用できる別の形式が定義されている

Γ(z) = lim
k→∞

kzk!

z(z + 1)(z + 2) · · · (x+ z)
. (2.8)

この定義は実部が正の複素数の範囲では (2.6)と同じであると証明されている. 式 (2.8)のガンマ

関数を−5.0 ∼ 5.0の範囲内で計算した結果を Figure 2.1に示す. Figure 2.1から, ガンマ関数は正

の引数のときには引数の値が増加すると共に計算値が増加していくことが確認できる. また, 負の

引数では整数のときに発散してしまっているが, 複素関数論の解析接続により, (2.8)以外の形式の

ガンマ関数はないということが証明されているためこの定義を用いるほかない. (2.8)を複素数を

適用し, 計算されたガンマ関数の大きさを示した 3次元グラフを Figure 2.2に示す.

ガンマ関数の基本的な性質の 1つに次のものがある

Γ(z + 1) = zΓ(z). (2.9)
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Figure 2.1 The gamma function.

これは (2.6)より簡単に計算できる,

Γ(z + 1) =

∫ ∞

0
e−ttzdt

=
[
−e−ttz

]t=∞
t=0

+ z

∫ ∞

0
e−ttz−1dt

= z

∫ ∞

0
e−ttz−1dt

= zΓ(z). (2.10)

また,

Γ(1) = 1 (2.11)

と (2.9)を使うことで, z = 1, 2, 3, . . .のときガンマ関数は n!で書き表すことが可能である

Γ(2) = 1 · Γ(1) = 1 = 1!,

Γ(3) = 2 · Γ(2) = 2 · 1! = 2!

Γ(4) = 3 · Γ(3) = 3 · 2! = 3!

...

Γ(n+ 1) = n · Γ(n) = n · (n− 1)! = n!.
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Figure 2.2 The Gamma function applied complex numbers.

2.1.3 Mittag-Leffler関数

指数関数 ez は整数階微積分の理論の中で重要な役割を持っている. それを 1つのパラメータで

一般化した関数は [73]によって次のように記述され

Eα(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
, (2.12)

G. M. Mittag-Leffler[75, 76, 77]により導入され, A. Wiman[78, 79]により研究されている. また,

(2.12)において, α = 1のときは,

E1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)

=
∞∑
k=0

zk

k!

= ez, (2.13)

指数関数 ez と等価となる (Figure 2.3).

2パラメータタイプのMittag-Leffler関数は [73]の級数展開により (2.14)で定義される

Eα,β(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, (α > 0, β > 0). (2.14)
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Figure 2.3: 1 parameter Mittag-Leffler function at α = 1 compared with the exponetial func-

tion.

定義 (2.14)から,

E1,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=

∞∑
k=0

zk

k!
= ez, (2.15)

E1,2(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 2)
=

∞∑
k=0

zk

(k + 1)!
=

1

z

∞∑
k=0

zk+1

(k + 1)
=

ez − 1

z
, (2.16)

E1,3(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 3)
=

∞∑
k=0

zk

(k + 2)!
=

1

z2

∞∑
k=0

zk+2

(k + 2)
=

ez − 1− z

z2
, (2.17)

と計算でき, また αが 1の時のMittag-Leffler関数は

E1,m(z) =
1

zm−1

(
ez −

m−2∑
k=0

zk

k!

)
. (2.18)

と一般化できる. 双曲線正弦関数や余弦関数もまたMittag-Leffler関数で表すことができる:

E2,1(z
2) =

∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 1)
=

∞∑
k=0

z2k

(2k)!
= cosh(z) (2.19)

E2,2(z
2) =

∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 2)
=

1

z

∞∑
k=0

z2k+1

(2k + 1)!
=

sinh(z)

z
(2.20)

α = 1/2であるとき,

E 1
2
,1(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(k2 + 1)
= ez

2
erfc(−z), (2.21)
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を得ることができ, erfc(z)は次式で定義される誤差関数である:

erfc(z) =
2√
π

∫ ∞

z
e−t2dt. (2.22)

β = 1であるとき, 2パラメータMittag-Leffler関数は 1パラメータMittag-Leffler関数と等価と

なる:

Eα,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
= Eα(z). (2.23)

次に, 2パラメータをさらに拡張し, より一般化したものとして次のMittag-Leffler関数がある:

Eρ
α,β(z) =

∞∑
k=0

(ρ)k
Γ(αk + β)

zk

k!
, (2.24)

ただし, (2.24)中の (ρ)kは Pochhammer symbolであり,

(ρ)k = ρ(ρ+ 1) . . . (ρ+ k − 1), (2.25)

で計算される. このMittag-Leffler関数は一般化Mittag-Leffler関数または 3パラメータMittag-

Leffler関数と呼ばれている. ρ = 1のとき, (2.24)は 2パラメータのMittag-Leffler関数と等価と

なる:

E1
α,β(z) =

∞∑
k=0

(1)k
Γ(αk + β)

zk

k!

=

∞∑
k=0

k!

Γ(αk + β)

zk

k!

=

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
= Eα,β (2.26)

各Mittag-Leffler関数の整数階微分は 3パラメータMittag-Leffler関数を用いて以下のように表

される (n ∈ N):

• 1パラメータMittag-Leffler関数(
d

dz

)n

Eα = n!En+1
α,1+nα(z), (2.27)

• 2パラメータMittag-Leffler関数(
d

dz

)n

Eα,β(z) = n!En+1
α,β+nα(z), (2.28)

• 3パラメータMittag-Leffler関数(
d

dz

)n

Eρ
α,β = (ρ)nE

ρ+n
α,β+nα(z). (2.29)
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2.2 分数階微積分の定義

本節では, これまでに定義されてきた数ある分数階微積分の中でも特に有名であり, よく使用さ

れている定義である, Grünwald-Letnikovの定義, Riemann-Liouvilleの定義, そして Caputoの定

義について説明する.

2.2.1 Grünwald-Letnikovの定義

本小節ではGrünwald-Letnikovの分数階微積分を説明する. はじめにGrünwald-Letnikovの分

数階積分を求め, その後微分を求める.

整数階微分と積分の統一

(2.1)-(2.4)の整数階微分を分数階へと拡張することを考えるために, 次の式を用いる:

f
(p)
h (t) =

1

hp

n∑
r=0

(−1)r

p

r

 f(t− rh), (2.30)

ただし, p, nは任意の整数である.

p ≤ nである間, 明らかに

lim
h→0

f
(p)
h (T ) = f (p)(t) =

dpf

dtp
, (2.31)

であり, この場合, (2.5)から, すべての

p

p

以後の分子の係数は 0に等しいからである.

次に pが負の値のときを考える. 便宜上,p
r

 =
p(p+ 1) . . . (p+ r − 1)

r!
, (2.32)

を示す. そうすると, −p

r

 =
−p(−p− 1) . . . (−p− r + 1)

r!
= (−1)r

p
r

 (2.33)

と表すことができ, (2.30)内の pを−pに置き換えると次式のように書くことができる:

f
(−p)
h (t) =

1

hp

n∑
r=0

p
r

 f(t− rh), (2.34)

ただし p自体は正の整数とする.
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もし nが定まっていた場合, その時 f
(−p)
h (t)は h → 0の極限において 0に行く傾向がある. 極

限値を 0としないために, h → 0として n → ∞が提案されている. これにより, aを実数として

h = t−a
n と設定でき, f

(−p)
h (t)の有限もしくは無限の極限値を考えることができ, これを

lim
h→0

nh=t−a

f
(−p)
h (t) = aD

−p
t f(t) (2.35)

のように示す. ここで示した aD
−p
t f(t)は, 実際には, 関数 f(t)に対して行われるある特定の操作

のことであり,a, tは両端値でありこの操作における制限となっている.

いくつかの特別な場合を考える.

p = 1のとき,

f
(−1)
h (t) = h

n∑
r=0

f(t− rh). (2.36)

t− nh = aと関数 f(t)は連続であると仮定されることを考慮すると,

lim
h→0

nh=t−a

f
(−1)
h (t) = aD

−1
t f(t) =

∫ t−a

0
f(t− z)dz =

∫ t

a
f(τ)dτ. (2.37)

p = 2の場合では, 2
r

 =
2 · 3 · . . . · (2 + r − 1)

r!
= r + 1

であり,

f
(−2)
h (t) = h

n∑
r=0

(rh)f(t− rh). (2.38)

t+ h = yとすると次式のように書くことができる:

f
(−2)
h (t) = h

n+1∑
r=1

(rh)f(t− rh), (2.39)

そして h → 0とした時に y → tとなることから,

lim
h→0

nh=t−a

f
(−2)
h (t) = aD

−2
t f(t) =

∫ t−a

0
zf(t− z)dt

=

∫ t

a
(t− τ)f(τ)dτ. (2.40)

続いて, 3番目の場合, つまり p = 3のときには, aD
−p
t の一般式を示すことになる.

以下の式: 2
r

 =
3 · 4 · . . . · (3 + r − 1)

r!
=

(r + 1)(r + 2)

1 · 2
,
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を考慮に入れると,

f
(−3)
h (t) =

h

1 · 2

n∑
r=0

(r + 1)(r + 2)h2f(t− rh). (2.41)

上記より, t+ h = yとすると

f
(−3)
h (t) =

h

1 · 2

n+1∑
r=1

(rh)2f(y − rh) +
h2

1 · 2

n+1∑
r=1

rhf(y − rh). (2.42)

ここで n → 0の極限をとると,

aD
−3
t f(t) =

1

2!

∫ t−a

0
z2f(t− z)dz =

∫ t

a
(t− τ)2f(τ)dτ, (2.43)

となり, これは h → 0とした時に y → 0となることと, 次式のためである:

lim
h→0

hn=t−a

h2

1 · 2

n+1∑
r=1

rhf(y − rh) = lim
h→0

nh=t−a

h

∫ t

a
(t− τ)f(τ)dτ = 0.

(2.37)-(2.43)の関係から以下の一般式を求められる:

aD
−p
t f(t) = lim

h→0
nh=t−a

hp
n∑

r=0

p
r

 f(t− rh) =
1

(p− 1!)

∫ t

a
f(t− τ)p−1f(τ)dτ. (2.44)

(2.44)の形式を積分から得るために, ある値 pに対して成り立つことを示す, その時それはまた,

p+ 1に対してもである.

ここで, 次式の関数を導入する:

f1(t) =

∫ t

a
f(τ)dτ, (2.45)

この式は明らかに f1(a) = 0である性質を持つ, そして次式を考える:

aD
−p−1
t f(t) = lim

h→0
nh=t−a

hp+1
n∑

r=0

p+ 1

r

 f1(t− rh)

= lim
h→0

nh=t−a

hp
n∑

r=0

p+ 1

r

 f1(t− rh)

− lim
h→0

nh=t−a

hp
n∑

r=0

p+ 1

r

 f1(t− (r + 1)h). (2.46)

(2.32)を使うことで容易に検証できる,p+ 1

r

 =

p
r

+

p+ 1

r − 1

 , (2.47)
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ただし次式の関係をおく. p+ 1

−1

 = 0.

(2.47)の関係を (2.46)中のはじめの総和項に適用し, 2項目の総和項の rを r − 1に置き換えると

次式が与えられる:

aD
−p−1
t f(t) = lim

h→0
nh=t−a

hp
n∑

r=0

p
r

 f1(t− rh)

+ lim
h→0

nh=t−a

hp
n∑

r=0

p+ 1

r − 1

 f1(t− rh)

− lim
h→0

nh=t−a

hp
n+1∑
r=0

p+ 1

r − 1

 f1(t− rh)

= aD
−pf1f(t)− lim

h→0
nh=t−a

hp

p+ 1

n

 f1(t− (n+ 1)h)

= aD
−pf1f(t)− (t− a)p lim

n→∞

p+ 1

n

 1

np
f1

(
a− t− a

n

)
.

関数 f1(t)の定義 (2.45)から

lim
n→∞

f1

(
a− t− a

n

)
= 0.

となる. 極限 (2.8)を考慮すると

lim
n→∞

p+ 1

n

 1

np
= lim

n→∞

(p+ 1)(p+ 2) . . . (p+ n)

npn!

=
1

Γ(p+ 1)
,

であり,

aD
−p−1
t f(t) = aD

−p
t f1(t) =

1

(p− 1)!

∫ t

a
(t− τ)p−1f1(τ)dτ

= − (t− τ)pf1(τ)

p!

∣∣∣∣τ=t

τ=a

+
1

p!

∫ t

a
(t− τ)pf(τ)dτ

=
1

p!

∫ t

a
(t− τ)pf(τ)dτ, (2.48)

を得られ, これは積分による (2.44)の証明となる.

さて, (2.44)で示したのは p階の積分である.
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積分関係は aから tにかけて

d

dt

(
aD

−p
t f(t)

)
=

1

(p− 2)!

∫ t

a
(t− τ)p−2f(τ)dτ

= aD
−p+1
t f(t)

であり, 以下の関係となり,

aD
−p
t f(t) =

∫ t

a

(
aD

−p+1
t f(t)

)
dt,

aD
−p+1f(t)f(t) =

∫ t

a

(
aD

−p+2
t f(t)

)
dt, etc.,

以上より,

aD
−p
t f(t) =

∫ t

a
dt

∫ t

a

(
aD

−p+2f(t)
)
dt

=

∫ t

a
dt

∫ t

a

∫ t

a

(
aD

−p+3f(t)
)
dt

=

∫ t

a
dt

∫ t

a
dt . . .

∫ t

a︸ ︷︷ ︸
p times

f(t)dt. (2.49)

となる.

これまでに確認した連続関数 f(t)の整数階 nの微分 (2.4)と p解の積分 (2.44)は次式の一般式

の特殊な例である:

aD
p
t f(t) = lim

h→0
nh=t−a

h−p
n∑

r=0

(−1)r

p

r

 f(t− rh), (2.50)

この式は p = mのときはm階の微分, p = −mのときはm階の積分を示している.

この確認は (2.50)の pを任意の実数または複素数にすることさえ可能であれば微分と積分の概

念の一般化の考えとなる. 続いては実際の pの値に着目していく.

Grüwald-Letnikovの分数階積分

p < 0の場合を考える. 便宜上, (2.50)中の pを−pと置く. そのとき (2.50)は次式となり,

aD
−p
t f(t) = lim

h→0
nh=t−a

hp
n∑

r=0

p
r

 f(t− rh), (2.51)

ただし, 上式のように, hと nの値を nh = t− aのように関連付ける.

(2.51)中の極限の存在を証明することと極限を評価するために以下の定理が必要である (A. V.

Letnikov, [80]):
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定理 1

数列 βk, (k = 1, 2, . . .)とし

lim
k→∞

βk = 1, (2.52)

lim
n→∞

αn,k = 0 for all k, (2.53)

lim
n→∞

n∑
k=1

αn,k = A for all k, (2.54)

n∑
k=1

|αn,k| < K for all n (2.55)

と仮定する. そのとき,

lim
n→∞

n∑
k=1

αn,kβk = A. (2.56)

□ 証明 1

条件 (2.52)から

βk = 1− σk, where lim
k→∞

σk = 0 (2.57)

と置く. 条件 (2.53)からすべての一定の rに対して

lim
n→∞

r−1∑
k=1

αn,kβk = 0 (2.58)

となり, そして

lim
n→∞

r−1∑
k=1

αn,k = 0. (2.59)

(2.54), (2.57)-(2.59)を使うことで

lim
n→∞

n∑
k=1

αn,kβk = lim
n→∞

n∑
k=r

αn,kβk

= lim
n→∞

n∑
k=r

αn,k − lim
n→∞

n∑
k=r

αn,kσk

= lim
n→∞

n∑
k=1

αn,k − lim
n→∞

n∑
k=r

αn,kσk

= A− lim
n→∞

n∑
k=r

αn,kσk

を得る.
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ここで, (2.59)と (2.55)を用いることで, 次の概算ができる:∣∣∣∣∣A− lim
n→∞

n∑
k=r

αn,kβk

∣∣∣∣∣ < lim
n→∞

n∑
k=r

|αn,k| · |σk|

< σ∗ lim
n→∞

n∑
k=r

|αn,k| = σ∗ lim
n→∞

n∑
k=1

|αn,k|

< σ∗K

ただし, σ∗ = maxk≥r |σk|
(2.57)から 各任意の ϵ > 0に対して σ∗ < ϵ/K のような rが存在すると,∣∣∣∣∣A− lim

n→∞

n∑
k=1

αn,kβk

∣∣∣∣∣ < ϵ,

となり, (2.56)は定理が成立することを示す. ■

極限 (2.51)の評価に対して定理 1を適用するため,

aD
−p
t f(t) = lim

h→0
nh=t−a

hp
n∑

r=0

p
r

 f(t− rh)

= lim
h→0

nh=t−a

n∑
r=0

1

rp−1

p
r

h(rh)p−1f(t− rh)

=
1

Γ(p)
lim
h→0

nh=t−a

n∑
r=0

Γ(p)

rp−1

p
r

h(rh)p−1f(t− rh)

=
1

Γ(p)
lim
n→∞

n∑
r=0

Γ(p)

rp−1

p
r

 t− a

n

(
r
t− a

n

)p−1

f(t− r
t− a

n
)

とし, また

βr =
Γ(p)

rp−1

p
r

 ,

αn,r =
t− a

n

(
r
t− a

n

)p−1

f

(
t− r

t− a

n

)
とする.

(2.8)を用いることで

lim
r→∞

βr = lim
r→∞

Γ(p)

rp−1

p
r

 = 1. (2.60)
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を得る.

明らかに, 閉区間 [a, t]において関数 f(t)が連続である場合,

lim
n→∞

n∑
r=0

αn,r = lim
n→∞

n∑
r=0

t− a

n

(
r
t− a

n

)p−1

f

(
t− r

t− a

n

)

= lim
n→∞

n∑
r=0

h(rh)p−1f(t− rh)

=

∫ t

a
(t− τ)p−1f(τ)dτ. (2.61)

(2.60)と (2.61)を考慮し, 定理 1を適用すると

aD
−p
t f(t) = lim

h→0
nh=t−a

hp
n∑

r=0

p
r

 f(t− rh) =
1

Γ(p)

∫ t

a
(t− τ)p−1f(τ)dτ. (2.62)

が成立する.

もし区間 [a t]において微分 f ′(t)が連続である場合, そのとき部分積分により (2.62)を

aD
−p
t f(t) =

f(a)(t− a)p

Γ(p+ 1)
+

1

Γ(p+ 1)

∫ t

a
(t− τ)pf ′(τ), (2.63)

で書くことができ, そしてもし関数 f(t)がm+ 1階の連続的な微分を持つ場合,

aD
−p
t f(t) =

m∑
k=0

f (k)(a)(t− a)p+k

Γ(p+ k + 1)
+

1

Γ(p+ k + 1)

∫ t

a
(t− τ)p+mf (m+1)(τ)dτ (2.64)

となる.

Grüwald-Letnikovの分数階微分

p > 0の場合を考える. 目的は上記のように, 次の極限を評価することである:

aD
p
t = lim

h→0
nh=t−a

h−p
n∑

r=0

(−1)r

p
r

 f(t− rh) = lim
h→0

nh=t−a

f
(p)
h (t) (2.65)

ただし

f
(p)
h (t) = h−p

n∑
r=0

(−1)r

p

r

 f(t− rh). (2.66)

極限 (2.65)を評価するために, まず f
(p)
h (t)の式を以下のように変形する.

二項係数の性質を用いて p

r

 =

p− 1

r

+

p− 1

r − 1

 , (2.67)
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これより,

f
(p)
h (t) = h−p

n∑
r=0

(−1)r

p− 1

r

 f(t− rh)

+ h−p
n∑

r=0

(−1)r

p− 1

r − 1

 f(t− rh)

= h−p
n∑

r=0

(−1)r

p− 1

r

 f(t− rh)

+ h−p
n−1∑
r=0

(−1)r

p− 1

r

 f(t− (r + 1)h)

= (−1)n

p− 1

n

h−pf(a)

+ h−p
n−1∑
r=0

(−1)r

p− 1

r

∆f(t− rh) (2.68)

と書け, ただし

∆f(t− rh) = f(t− rh)− f(t− (r + 1)h).

明らかに, ∆f(t− rh)は τ = t− rhにおける関数 f(τ)の 1次後退差分である.
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二項係数の性質 (2.67)をm回繰り返し適用すると, (2.68)から以下の関係を得る:

f
(p)
h (t) = (−1)n

p− 1

n

h−pf(a) + (−1)n−1

p− 2

n− 1

h−p∆f(a+ h)

+ h−p
n−2∑
r=0

(−1)r

p− 2

r

∆2f(t− rh)

= (−1)n

p− 1

n

h−pf(a) + (−1)n−1

p− 2

n− 1

h−p∆f(a+ h)

+ (−1)n−2

p− 3

n− 3

h−p∆2f(a+ 2h)

+ h−p
n−3∑
r=0

(−1)r

p− 3

r

∆3f(t− rh) (2.69)

= · · ·

=

m∑
k=0

(−1)n−k

p− k − 1

n− k

h−p∆kf(a+ kh)

+ h−p
n−m−1∑
r=0

(−1)r

p−m− 1

r

∆m+1f(t− rh). (2.70)

(2.70)内の 1項目の総和項の k項目の極限を評価してみる:

lim
h→0

nh=t−a

(−1)n−k

p− k − 1

n− k

h−p∆kf(a+ kh)

= lim
h→0

nh=t−a

(−1)n−k

p− k − 1

n− k

 (n− k)p−k

×
(

n

n− k

)p−k

(nh)−p+k∆
kf(a+ kh)

hk

= (t− a)−p+k lim
n→∞

(−1)n−k

p− k − 1

n− k

 (n− k)p−k

× lim
n→∞

(
n

n− k

)p−k

× lim
h→0

∆kf(a+ kh)

hk

=
f (k)(a)(t− a)−p+k

Γ(−p+ k + 1)
, (2.71)
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これは (2.8)が

lim
n→∞

(−1)n−k

p− k − 1

n− k

 (n− k)p−k

= lim
n→∞

(−p+ k + 1)(−p+ k + 2) . . . (−p+ n)

(n− k)−p+k(n− k)!

=
1

Γ(−p+ k + 1)

を与え, そして

lim
n→∞

(
n

n− k

)p−k

= 1,

lim
h→0

∆kf(a+ kh)

hk
= f (k)(a)

となるためである.

(2.70)内の二項目の極限を評価するために次式のように書く:

1

Γ(−p+m+ 1)

n−m−1∑
r=0

(−1)rΓ(−p+m+ 1)

p−m− 1

r

 r−m+p

× h(rh)m−p∆
m+1f(t− rh)

hm+1
. (2.72)

定理 1を適用するために

βr = (−1)rΓ(−p+m+ 1)

p−m− 1

r

 r−m+p,

αn,r = h(rh)m+p∆
m+1f(t− rh)

hm+1
, h =

t− a

n
,

とする.

(2.8)を用いると

lim
r→∞

βr = lim
r→∞

(−1)rΓ(−p+m+ 1)

p−m− 1

r

 r−m+p = 1, (2.73)

と検証できる. さらに, もしm− p > −1であるとき

lim
n→∞

n−m−1∑
r=0

αn,r = lim
h→0

nh=t−a

n−m−1∑
r=0

h(rh)m−p∆
m+1f(t− rh)

hm+1

=

∫ t

a
(t− τ)m−pf (m+1)(τ)dτ. (2.74)
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(2.73)と (2.74)を考慮し定理 1を適用すると

lim
h→0

nh=t−a

h−p
n−m−1∑
r=0

(−1)r

p−m− 1

r

∆m+1f(t− rh)

=
1

Γ(−p+m+ 1)

∫ t

a
(t− τ)m−pf (m+1)(τ)dτ, (2.75)

と結論付けることができる.

また, (2.71)と (2.75)を用いることで最終的に (2.65)の極限は次式と求めることができる:

GL
a Dp

t f(t) = lim
h→∞

nh=t−a

f
(p)
h (t)

=

m∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−p+k

Γ(−p+ k + 1)

+
1

Γ(−p+m+ 1)

∫ t

a
(t− τ)−m− pf (m+1)(τ)dτ. (2.76)

(2.76)は次の仮定のもと得られるものである. 閉区間 [a, t]において微分f (k)(t), (k = 1, 2, . . . ,m+1)

が連続であり, 条件m > p− 1を整数mが満たしているときに得られる. mに対して可能な限り

の最小な値は次の不等式によって定まる.

m < p < m+ 1.

2.2.2 Riemann-Liouvileの分数階微積分

ある関数 f(t)の区間 [a, t]における 1階の積分は微積分作用素Dを用いると次式で与えられる.

D−1f(t) =

∫ t

a
f(τ)dτ. (2.77)

同様に 2階の積分は

D−2f(t) =

∫ t

a

∫ τ1

a
f(τ2)dτ2dτ1, (2.78)

で与えられ, これの n階の積分は次式の畳み込み積分を計算することになる.

D−nf(t) =

∫ t

a

(t− τ)n−1

(n− 1)!
f(τ)dτ (2.79)

(2.79)を書き換えると Cauchyの反復積分公式となる:

D−nf(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

a
(t− τ)n−1f(τ)dτ. (2.80)

(2.80)において (n − 1)!の階乗が表れていることが確認できる. この階乗の計算を整数だけで

はなく, 実数でも定義することが可能であるならば, 分数階の積分を表現することが可能である
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と考えられる. 階乗を整数から実数へと拡張するためには, それぞれの整数の階乗間, つまりは

0!, 1!, 2!, . . .の間を円滑につなげる必要がある. このような “整数の階乗を実数の階乗へと拡張す

る関数”として, Gamma関数が定義されている. Riemann-Liouvileの分数階積分が次式のように

定義されている.

定義 1 (Riemann-Liouvilleの分数階積分 [70])

f(t)の n階積分の式を実数に拡張し, q階のRiemann-Liouvilleの分数階積分の式が次式のように

定義される.

RL
a D−q

t [f(t)] =

∫ t

a

(t− τ)q−1

Γ(q)
f(τ)dτ. (2.81)

この積分において, 積分階数の加法性が次のように成り立つことが知られている.

RL
a D−q2

t

[
RL
a D−q1

t [f(t)]
]
= RL

a D−q1−q2
t [f(t)]. (2.82)

2.2.3 Riemann-Liouvilleの分数階微分

2.2.2節では, Riemann-Liouvilleの分数階積分を, 整数階の積分からGamma関数による階乗の

実数への拡張とともに説明した.

さて, 微分を積分の逆操作と見なせば, 分数階微分は分数階の積分階数を負にしたものと考える

ことが可能だが, 前述したRiemann-Liouvilleの分数階積分の積分階数を負にして計算しても解を

得ることができない. 以下にその計算例を示す.

RL
a Dq

t [f(t)] =

∫ t

a

(t− τ)−q−1

Γ(−q)
f(τ)dτ, (2.83)

Γ(z + 1) = zΓ(z)より,∫ t

a

(t− τ)−q−1

Γ(−q)
f(τ)dτ =

∫ t

a

(t− τ)−q−1

(−q)−1Γ(1− q)
f(τ)dτ. (2.84)

これを部分積分を用いて計算すると,∫ t

a

(t− τ)−q−1

(−q)−1Γ(1− q)
f(τ)dτ =

[
(t− τ)−q

(−q)−1Γ(1− q)
f(τ)

]t
a

−
∫ t

a

(t− τ)−q

(−q)−1Γ(1− q)
f (1)(τ)dτ, (2.85)

となり, (t− τ)−qに tをそのまま代入すると無限大に発散してしまうため, 分数階微分を得ること

ができない.

しかし, Abelの積分方程式の解法を用いることで, 分数階微分を得ることが可能となる. Abelの

解法を得るに至った研究問題を, 分数階微分を同様の形式の問題に置き換えて導出する. 今回は簡

単化のため,階数を 0 < q < 1として, 以下のように既知の関数 g(t)と未知の関数 f(t)が与えられ

るとする. ∫ t

a

(t− τ)p−1

Γ(p)
f(τ)dτ = g(t). (2.86)
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このとき, g(t)は f(t)を分数階積分した関数 (g(t) = RLaI
p
t [f(t)])とみなすことができ, f(t)は g(t)

を分数階微分した関数 (f(t) = RLaD
p
t [g(t)])と考えられる. つまり, g(t)をどのように演算処理を

施せば f(t)を表現できるかを示すことで, 分数階微分を表現できるといえる.Abelの積分方程式の

解法に従って求めた, g(t)を用いた f(t)を次式に示す.

f(t) =
d

dt

∫ t

a

(t− τ)− p

Γ(1− p)
g(τ)dτ. (2.87)

このようにして, g(t)を分数階微分した f(t)を得られた. 式 (2.87)を見ると, f(t)は g(t)を 1− p

階積分した後に 1階微分していることがわかる. 以上より, 分数階微分について次の定義が得ら

れる.

定義 2 (Riemann-Liouvilleの分数階微分)

関数 f(t)が [a,∞)において区間連続かつ積分可能であるとする. この時, f(t)の q階のRiemann-

Liouvilleの分数階微分は (2.89)により定義される.

RL
a Dqf(t) =

dn

dtn

∫ t

0

(t− τ)n−q−1

Γ(n− q)
g(τ)dτ

=
dn

dtn
[f(t) ∗ Φn−q(t)]

=
dn

dtn

[
RL
a D

−(n−q)
t [g(t)]

]
, (2.88)

ただし, n < q < n+ 1である.

そして, Riemann-Liouvilleの分数階積分 (2.81)と分数階微分 (2.88)は 1つの定義式にまとめる

ことができる.

定義 3 (Riemann-Liouvilleの分数階微積分の定義)

関数 f(t)が [a,∞)において区間連続かつ積分可能であるとする. このとき, f(t)の q階のRiemann-

Liouvilleの分数階微積分は (2.89)で定義される.

RL
a Dqf(t) =

(
d

dt

)n ∫ t

0

(t− τ)n−q−1

Γ(n− q)
g(τ)dτ, (2.89)

ただし, 積分のときは n = 0, q < 0であり, 微分のときは n < q < n+ 1である.

2.2.4 Caputoの分数階微分

2.2.3小節まで, Riemann-Liouvilleの分数階微積分について説明してきた. しかしながら, この

定義では, 微積分の初期値が 0でない場合では, 分数階微分の初期値を任意に決めることができな

い問題があり, 物理現象に対してRiemann-Liouvilleの分数階微積分を導入することを考えたとき,

物理的な対応関係に不明瞭な点が生じてしまう問題があった. Caputoはこの初期値問題を解決す

るために新たに分数階微分の定義を提案した [71, 72].
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定義 4 (Caputoの分数階微分の定義)

f(t)が区間 [a, t]で Cn 級関数であるとき, q階微分する Caputoの分数階微分は (2.90)で定義さ

れる.

C
a D

q
t f(t) =

∫ t

a

(t− τ)n−q−1

Γ(n− q)
f (n)(τ)dτ. (2.90)

ただし, n = ⌈q⌉であり, aは開始点を表す.

また, Caputoの分数階微分ではRiemann-Liouvilleの分数階微分では成立しない, 微分階数の加

法性が成立する.

定理 2

t < aにおいて f(t) = 0となる関数 f(t)に対して, Caputoの分数階微分は任意の実数 α, βで次式

が成立する.

C
a D

β
t

[
C
a D

α
t [f(t)]

]
= C

a D
α
t

[
C
a D

β
t [f(t)]

]
= C

a D
α+β
t [f(t)]. (2.91)

Caputoの分数階微分の定義は,先にも述べたように Riemann-Liouvilleの分数階微分の初期値

問題を解決するために提案されたことから, 初期値を任意に設定できるため, 広く工学的な分野に

おいて採用されている.

以上から, 本研究では, 分数階微分にCaputoの定義を採用することとし, 今後, 論文内で記載さ

れる分数階微分を表す, Dq[f(t)], f (q)(t), df q/dtq などの微分作用素は, Caputoの分数階微分を使

用しているものとする.
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3. 横滑りを考慮した蛇型ロボットの推進制御

本章は，蛇型ロボットを対象として，路面との摩擦力を十分に確保することが難しい環境下に

おいても，横滑りを抑制しながら推進する制御系の実現を目指す．また, 摩擦モデルを分数階へ拡

張することで詳細な挙動を実現可能であるか検証する. 蛇は進行方向に対し横方向への摩擦を十分

に確保することで推進する．同様の移動特性を持つ蛇型ロボットは推進時に横方向への摩擦を十

分に確保できない場合，横滑りが発生し，所望する方向に推進できない場合がある．そこで横滑

り発生時に横滑りを抑制し，蛇型ロボットに推進するのに必要な摩擦を確保することで湿地・砂

地といった軟弱地盤でも推進できる蛇型ロボットの実現を目指す．

横滑りを抑制することで，より多くの路面で推進ができるようになり，活躍の場所が広がる．

1980年代後半から，危険な場所,狭い場所といった人の立ち入りが困難な環境において，人に代わ

り探索するロボットが注目されている [81, 82]．蛇型ロボットは瓦礫といった不整地や狭所に進入

可能な調査ロボットとして期待されている [83]．災害地での利用を目指した蛇型ロボットの研究と

しては障害物の考慮など路面の形状に応じた推進制御は数多く研究されているが，滑りやすさと

いった路面の性質に応じた制御に関する研究は少ない．[84, 85, 86]．そこで，本章では土砂や瓦

礫などが散乱する滑りやすい路面を想定し，横滑りを抑制することで目標位置への到達を実現す

る．この方法を将来的に 3次元空間内の起伏に適用することで一般的な路面での推進制御につな

がることが期待できる．本章はその基礎検討として路面の形状は 2次元平面に限定する．

蛇型ロボットに対し，横滑りを許容した制御系は提案されているが，横滑りを積極的に抑制す

る研究はほとんど提案されていない．横滑りを許容した制御系として目標軌道への追従精度向上

を目指して，蛇型ロボットの横滑りを利用する推進制御手法が提案されている [87]．Matsunoら

は一部のリンクを持ち上げ，持ち上げたリンクが横方向に移動できるようにし，目標軌道に応じ

て持ち上げるリンクを切り替え，リンクの自由度を増加させることで目標軌道への追従精度向上

を提案している．その効果をシミュレーションと実機によって確認している．しかし，この研究

では路面に接地するタイヤは横滑りしないと仮定している．

横滑りを抑制する先行研究として路面の摩擦が未知であるという条件において，蛇型ロボットの

横滑りを検知，抑制する推進制御手法が提案されている．Nansaiらは，State Dependant Riccati

Equation(SDRE)[88, 91]に基づいた I型オブザーバを用いて，各リンクの横方向速度を数値計算

により推定し，推定速度に応じて，横滑りするモデルと横滑りしないモデルを切り替えながら横

滑りを抑制する制御系を構築している [89]．この制御手法を用いたシミュレーションによって，路

面の摩擦が変化しても蛇型ロボットが横滑りを抑制し，目標位置に対して先頭位置を追従させる

ことに成功している．しかし，横滑りの誤検知といった課題が残っている．誤検知の原因は横滑

りした，横滑りしない 2つのモデルを切り替える条件が十分に記述しきれてないためである．ま

た，これは複雑で難しい問題である．
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そこで，本章ではモデルを切り替えることなく，蛇型ロボットの状態を表現できるモデルを考

える．そのために，路面との間に働く摩擦力を考慮しない蛇型ロボットのモデルを導出し，これ

に横滑りしないという拘束条件の代わりとして摩擦を導入する．このモデルを用いて横滑りを抑

制できる制御系を構築することで先行研究の残された課題を解決する．

以上より，本章では摩擦力を付加したモデルを用いて横滑りを抑制する推進制御を提案し，手

法の妥当性をシミュレーションを通して検証する．はじめに，横滑りしないという拘束の代わり

に摩擦を導入したモデルを構築することで，横滑りした／しないというモデルの切り替えをする

ことなく，蛇型ロボットの挙動を捉える．次に，蛇型ロボットに横滑りが発生した際に，横滑り

を抑制しながら推進する制御系を設計する．この制御系に必要な蛇型ロボットの速度，角速度は，

センサの搭載スペースやコストの問題から直接観測できないため，オブザーバを構築してこれら

の状態を推定する．最後に数値シミュレーション上で提案手法の妥当性を検証する．本手法を適

用した場合と適用しなかった場合の結果を比較し，提案モデルに基づく制御系が従来のモデルを

用いた制御系では推進できない条件においても推進できることを示す．

1節ではまず 2次元平面上でのダイナミクスをProjection Methodによって導出する．ロボット

が横滑りしうることを表現するために，従来研究で導入していた「体幹と垂直方向へは滑らない」

という拘束の代わりにクーロン摩擦と粘性摩擦を導入する．これにより，摩擦力が支配的になる場

合には横滑りしない状態を，横方向力が支配的になる場合には滑り状態を表現することができる．

2節では制御に必要な状態を推定するオブザーバの設計法を示す．オブザーバは導出した蛇型

ロボットの State-Dependent Coefficient form[88, 91](以下 SDC形)をベースに設計する．蛇型ロ

ボットの先頭位置と各関節角度のみが観測できるとしてオブザーバを設計し，システムの状態を

推定できることを確認する．

3節では横滑りを抑制しつつ蛇型ロボットを推進させる制御系設計について述べる．制御系の

ベースは従来研究で扱われている SDRE[88, 91, 90]による先頭位置制御系を基本とする．ただし，

評価関数が横滑りが発生したときに横滑りを押さえるように働くようにする．4節では数値シミュ

レーションによって提案手法の有効性を検証し，最後に結言を与える．

3.1 5リンク蛇型ロボットのモデリング

本節ではProjection Method（以下PJ法）[92, 93, 94] を用いて，横滑りが発生し得る 5リンク

蛇型ロボットのモデルを導出する．蛇型ロボットは複数リンクがジョイントを介して直列に接続

されている．PJ法とは，システムを無拘束として運動方程式を導出し，これに拘束条件を導入す

ることで，拘束後のシステムの運動方程式を導出する方法である．

本節のモデリングはPJ法に従い，まず 5つのリンクを無拘束として運動方程式を立てる．次に

各リンクがジョイントを介して直列に接続される拘束条件を記述する．この時，横滑りしない従

来モデル [95]では，横滑りしないという拘束条件も導入していた．本節ではこの拘束条件の代わ

りに，一般化力に摩擦を導入する．最後に運動方程式と拘束条件を合わせることで，拘束後の運
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動方程式を導出する．

3.1.1 無拘束時の運動方程式

5リンク蛇型ロボットのモデルを Figure 3.1で定義する．物理パラメータを Table 3.1，位置や

�

�

Figure 3.1 Schematic model of 5 links snake-like robot

姿勢を表す変数を Table 3.2に示す．Figure 3.1における一般化座標 qaを次式で定義する．

qa = [qTa1, q
T
a2, q

T
a3, q

T
a4, q

T
a5]

T, qai = [θi, xi, yi]
T

この蛇型ロボットでは，リンクをつなぐジョイントに 1自由度の回転モータが搭載されている．

各モータのトルクを τi (i = 2 ∼ 5)とする．

各リンクの姿勢角変化に関する角速度を ωi，推進方向の速度を wi1，推進方向に対する法線方

向の速度を wi2とし，擬速度 vを次式で定義する．

v = [vT
1 ,v

T
2 ,v

T
3 ,v

T
4 ,v

T
5 ]

T, vi = [ωi, wi1, wi2]
T
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Table 3.1 Physical Parameters

パラメータ 記号

慣性モーメント Ji

質量 mi

重力加速度 g

回転軸に対する粘性摩擦係数 ci

横方向の速度に対する粘性摩擦係数 ci2

横方向にかかるクーロン摩擦係数 µi

リンクの先頭から重心までの長さ di

リンクの重心から後尾までの長さ li

リンクの重心から車軸までの長さ ri

Table 3.2 Variables

変数 記号

iリンク目の角度 θi

iリンク目の x座標 xi

iリンク目の y座標 yi

擬速度ベクトル vと一般化座標 qaの関係を表す座標変換行列Aaを次式で定義する．

q̇a = Aav (3.1)

Aa = diag(A1,A2,A3,A4,A5)

Ai :=


1 0 0

0 − cos θi − sin θi

0 − sin θi cos θi


無拘束の運動方程式を次式で定義する．

M1q̈a = ha (3.2)

ここで，Maを一般化質量，haを一般化力とする．Ma，haは次式で表される．

Ma = diag(J1，m1，m1，J2，m2，m2,

J3，m3，m3, J4，m4，m4，J5，m5，m5)
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ha =



−c1θ̇1 + c2

(
θ̇2 − θ̇1

)
− τ2

0

0

τ2 − c2

(
θ̇3 − θ̇2

)
+ c3

(
θ̇3 − θ̇2

)
− τ3

0

0

τ3 − c3

(
θ̇3 − θ̇2

)
+ c4

(
θ̇4 − θ̇3

)
− τ4

0

0

τ4 − c4

(
θ̇4 − θ̇3

)
+ c5

(
θ̇5 − θ̇4

)
− τ5

0

0

τ5 − c5θ̇5

0

0


(3.1)を微分することで，q̈aは次式で表される．

q̈a = Ȧav +Aav̇ (3.3)

(3.3)を利用して (3.2)を擬速度系へ座標変換する．

Mv̇ = hb,M := AT
aMaAa, (3.4)

hb := AT
aha − (Aa)

TMaȦav (3.5)

(3.4)で導出された無拘束時蛇型ロボットの運動方程式に対し，各リンクの進行方向に対して法線

方向に作用する摩擦力を導入する．本節では，粘性摩擦とクーロン摩擦を考える．これが従来の

横滑りしない拘束 [89, 96]の代わりとなるものである．横滑りしないという条件の緩和という観点

では，静摩擦や stick-slip効果 [97]を導入するべきという意見もあろう．しかしながら，実機を注

意深く観察してみると，進行方向に比べて法線方向には滑りづらくなっているが，実際に横滑り

は発生している．このことから，本節では蛇型ロボットの推進制御に関して支配的に関与するの

は動摩擦であり，進行方向とその法線方向の動摩擦力の差をうまく利用することを制御系設計に

取り入れるという立場をとる．

各リンクに対して，ci2を進行方向に対する法線方向への粘性摩擦係数，µiを同方向へのクーロ
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ン摩擦係数とする．摩擦力を追加した後の一般化力 hを次式に示す．

h = hb + hf (3.6)

hf =



0

0

−µ1m1g · sgn(w12)− c12(w12 + r1(θ̇2 − θ̇1))

0

0

−µ2m2g · sgn(w22)− c22(w22 + r2(θ̇3 − θ̇2))

0

0

−µ3m3g · sgn(w32)− c32(w32 + r3(θ̇4 − θ̇3))

0

0

−µ4m4g · sgn(w42)− c42(w42 + r4(θ̇5 − θ̇4))

0

0

−µ5m5g · sgn(w52)− c52(w52 + r5(−θ̇5))


上式において，iリンク目のクーロン摩擦が作用する向きは，法線方向の速度wi2の符号に応じて

切り替わる．

3.1.2 拘束力行列の計算

各リンクが 1自由度の回転ジョイントを介して接続されているという拘束条件を付加した運動

方程式を導出する．それに先立ち，拘束条件の記述，擬速度と接速度の関係を求める．

iリンク目の後尾と (i + 1)リンク目の先頭が 1自由度の回転ジョイントを介して繋がっている

拘束条件 (i = 1 ∼ 4)は次のように記述できる．

xi+1 = xi + di+1 cos θi+1 + li cos θi

yi+1 = yi + di+1 sin θi+1 + li sin θi
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ホロノミック拘束行列Φhを導入し，上述の拘束条件をΦh = 0を満たすように変形する．

Φh =



−d2 cos θ2 − l1 cos θ1 − x1 + x2

−d2 sin θ2 − l1 sin θ1 − y1 + y2

−d3 cos θ3 − l2 cos θ2 − x2 + x3

−d3 sin θ3 − l2 sin θ2 − y2 + y3

−d4 cos θ4 − l3 cos θ3 − x3 + x4

−d4 sin θ4 − l3 sin θ3 − y3 + y4

−d5 cos θ5 − l4 cos θ4 − x4 + x5

−d5 sin θ5 − l4 sin θ4 − y4 + y5


拘束条件Φhの時間微分から拘束行列Cが導出される．Φh = 0であるからその時間微分もCv = 0

となる．

d

dt
Φh =

∂Φh

∂qa
· dqa
dt

=
∂Φh

∂q̇a
·Aav (3.7)

(3.7)よりC は次式となる．

C =
∂Φh

∂qa
·Aa (3.8)

C を用いて拘束後の運動方程式を (3.9)に示す．

Mv̇ = h+CTλ (3.9)

(3.9)において λはラグランジュの未定数である．

PJ法の手順に従って，CD = 0かつ v = Dq̇を満たす直交補行列 [92]Dを導出する．ここで，

q̇は接速度であり，拘束後でも自由に動ける量である．

q̇ = [ω1, w11, w12, ω2, ω3, ω4, ω5]
T

擬速度 vを接速度 q̇とそれ以外の速度 vDに分割する．この際，vDは q̇に従属な成分である．v

の成分を [q̇T, v̇T
D]

Tに並び替える．この vの並べ替えに対応して，Cも並び替えるとCv = 0より

C1q̇ +C2vD = 0を満足するものが存在する．導入する拘束条件が独立かつ冗長でなければ，一

般化座標の次元と接速度の次元の関係から，C2は一般に正方かつ正則行列となることに注意する．

このC1,C2を結合し，Ca = [C1,C2]とする．ここで，v1 = q̇,v2 = vDよりDaは次式となる．

Da =

D1

D2

 ,D1 := I7×7,D2 := −C−1
2 C1

なお，今回の場合は，C1，C2のサイズはそれぞれ 8行 7列，8行 8列となる．
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この時， d
dt(CaDa) = 0かつ Ḋ1 = 0であるから

d

dt
(CaDa) = Ċ1D1 + Ċ2D2 +C1Ḋ1 +C2Ḋ2 = 0

Ḋ2 = −C−1
2 ĊaD

より

Ḋa :=

 Z7×7

−C−1
2 ĊaDa


となる．

並び替えたCaを再び，(3.7)の順番に並べ直す．D, Ḋも v = Dqが成り立つように並べ直す．

並べ直したD, ḊはDa, Ḋaを用いると次式となる．ただしDa(i), Ḋa(i)はDa, Ḋaの i行目の成

分を示す．

D = [Da(1),Da(2),Da(3),Da(4),Da(7),

Da(10),Da(13),Da(5),Da(8),Da(9),

Da(6),Da(11),Da(12),Da(14),Da(15)]
T,

Ḋ = [Ḋa(1), Ḋa(2), Ḋa(3), Ḋa(4), Ḋa(7),

Ḋa(10), Ḋa(13), Ḋa(5), Ḋa(8), Ḋa(9),

Ḋa(6), Ḋa(11), Ḋa(12), Ḋa(14), Ḋa(15)]
T

3.1.3 拘束後の運動方程式の導出

導出した直交補行列Dを用いて，拘束後の運動方程式を導出する．CD = 0であるから，(3.9)

にDT を左から掛けることで λを消去する．

DTMv̇ = DTh+DTCTλ

DTMv̇ = DTh (3.10)

(3.10)は無拘束時の擬速度で表現されている.これを座標変換し，拘束後の接速度 q̇を用いて表す

ことで，拘束後の自由度のみで記述する．ここで，v = Dq̇を微分すると

v̇ = Dq̈ + Ḋq̇ (3.11)

(3.11)を (3.10)に代入した拘束後の運動方程式を次式に示す．

DTM(Dq̈ + Ḋq̇) = DTh

DTMDq̈ +DTMḊq̇ = DTh (3.12)

(3.12)が最終的に得られる運動方程式となる．
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3.2 オブザーバの構築

本節で用いる蛇型ロボットでは，各リンクの重心位置速度，角速度が直接観測できない．そこ

で，これらの状態を推定するためのオブザーバを構築する．本節で構築するオブザーバはNanasai

ら [89]のものをベースとする．

3.2.1 オブザーバの設計

本節では，SDREの利用を念頭におき，オブザーバを構築するための SDC形を導出する．本

節の実機システムでは，先頭リンクの重心位置 (x1，y1)及び角度 (θ1)と各リンク間の相対角度

ϕk(k = 2 ∼ 5)がセンサにより観測できる．

(3.12)から SDC形を導出するために，一般化力 hの偏微分を用いて接速度に関する項と入力ト

ルクに関する項に分解する．一般化力を分解する際，hに含まれるクーロン摩擦は切り替え点を

除いて定数項として振る舞うため，微分すると影響が残らない．そこで，クーロン摩擦の影響を

状態空間表現に含めるために (3.6)の hf の iリンク目に発生するクーロン摩擦に wi2/wi2をかけ

る．(3.6)の hf を hfaに差し替えて，一般化力 hを再定義し，これをを偏微分することで接速度

に関する項と入力トルクに関する項に分解する．

h = hb + hfa

hfa :=



0

0

−µ1m1gw12

w12
· sgn(w12)− c12(w12 + r1(θ̇2 − θ̇1))

0

0

−µ2m2gw22

w22
· sgn(w22)− c22(w22 + r2(θ̇3 − θ̇2))

0

0

−µ3m3gw32

w32
· sgn(w32)− c32(w32 + r3(θ̇4 − θ̇3))

0

0

−µ4m4gw42

w42
· sgn(w42)− c42(w42 + r4(θ̇5 − θ̇4))

0

0

−µ5m5gw52

w52
· sgn(w52)− c52(w52 + r5(−θ̇5))
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一般化力 hの分解結果は以下となる．

h = Eu+ Fv = Eu+ FDq̇

E :=
∂h

∂u
, F :=

∂(h−Eu)

∂v
, u := [τ2，τ3，τ4，τ5]T

(3.12)で表される蛇型ロボットの運動方程式は一般化座標 qで記述されているが，この一般化

座標 qは実際のロボットではセンサから直接計測できない場合が多い．そこで，ロボット実機で

観測できる物理量を状態量に含めておいた方が実用上の観点では便利である．そこで SDREベー

スのオブザーバを構築する時に，このような状態量を含む SDC形へと変形することにする．観測

量 yを次のように定義する．ただし ϕi = θi − θi−1, (i = 2 ∼ 5)である．

y = [θ1, x1, y1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5]
T (3.13)

SDC形を求めるために ẏを計算する必要がある．そこで，v = Dq̇，ẋ = Aav，(3.1)の関係を利

用して，観測値 yと接速度 q̇の関係を示すHy を求める.

ẏ := Hyq̇

Hy =



A1

D(4)−D(1)

D(7)−D(4) 07×4

D(10)−D(7)

D(13)−D(10)


ŷ を出力推定値として，オブザーバの状態量を x̂ = [ŷT，̂̇qT]T にとる．この時，オブザーバーの

SDC形は次で与えられる．

˙̂x = Ao(x̂)x̂+Bo(x̂)u+L(x̂)(ŷ − y) (3.14)

ŷ = Cox̂

Ao(x̂) :=

Z7×7 Hy

Z7×7 M̃ o

 ,Bo(x̂) :=

Z7×4

Ñ o


Co :=

[
I7×7 Z7×7

]
ただし (3.14)の M̃ o，Ñ oは以下となる．

M̃ o := (DTMD)−1(DTFD −DTMḊ) (3.15)

Ñ o := (DTMD)−1(DTE)

(3.14)のオブザーバゲインL(x̂)を SDREによって決定する．
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3.2.2 SDREに基づいたオブザーバの構築

SDREに基づく制御系設計 [88, 91]では，本来 (3.14)のように係数行列が状態量に依存してい

る SDC形システムに対して，各時刻において状態を固定（原文では’Frozen’）することで，係数

行列を定数行列とみなし，これを用いたRiccati方程式を解くことでフィードバックゲインを算出

する．この操作を時刻ごとに繰り返していく．この手順を全次元オブザーバーの設計に適用する

[98]．

双対システム

ε̇e = AT
o εe +CT

o ηe (3.16)

に対して，

J̄ =

∫ ∞

0
(εTe Qoε+ ηTRoη)dt (3.17)

の二次形式評価関数の重み行列Qo ≥ 0,Ro > 0を用いて，次の SDREを解く．

Ao(x̂)P (x̂) + P (x̂)Ao(x̂)
T +Qo(x̂)

−P (x̂)CT
o Ro(x̂)

−1CT
o P (x̂) = 0 (3.18)

このとき，オブザーバーゲインLT は，

L(x̂)T = −Ro(x̂)CoP o(x̂) (3.19)

のように求められる [88]．ただし，P o は，(3.19)に示す SDREの正定対称解である．このオブ

ザーバゲインLを制御周期毎に (3.18),(3.19)を解きなおすことで，オブザーバゲインを更新する．

3.3 制御系設計

本節では，蛇型ロボットが横滑りを抑制しながら，目標位置まで推進する先頭位置制御系を設

計する．この目標位置制御は State Dependent Riccati Equation(SDRE)を基に設計する．本節で

はフィードバックゲインを計算する際に，最適レギュレータを用いて計算する．計算時に接速度

としてリンクの法線方向速度を含めた状態空間表現を使用する．この状態空間表現を用いた評価

関数を設計し, iリンクが横滑りした際に対応するリンクの法線方向の速度 wi2に関する重みを増

大させることで横滑りを抑制する．しかし，3.1節におけるモデリングでは，接速度に法線方向速

度を含めていない．そこで，座標変換を用いて接速度に法線方向速度を含めた状態空間表現を導

出する．状態にリンクの法線方向の成分をとった場合の状態 zaを次式に示す．

za = [ω1, w11, w12, w22, w32, w42, w52]
T (3.20)

(3.20)の xと zaの関係を示す座標変換行列 T を次式に示す.

za = Tx
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T を用いて座標変換後の状態空間表現を示す．

ża = TATT
−1za + TBTu

AT := M̃ o

BT := Ñ o

次に先頭位置を含んだ状態空間表現を導出する．これにより先頭位置を目標位置に移動させる

ことができる．また，蛇の先頭位置を xh，yhとおくと蛇の先頭位置は次式で表せる．

xh = x1 − d1 cos θ1

yh = y1 − d1 sin θ1 (3.21)

接速度 q̇を用いて ẋh，ẏhを表す．ẋh
ẏh

 = Sq̇

S :=

 d1 sin θ1 − cos θ1 − sin θ Z1×4

−d1 cos θ1 − sin θ1 cos θ Z1×4


状態 zaに先頭位置を含めた状態空間表現を導出する．拡大したシステムの状態を zとするとする．

ż = Az +Bu (3.22)

z := [xh, yh, za]

A :=

 Z2×2 S

Z7×2 TATT
−1


B :=

 Z2×1

TBT


(3.22)を基に横滑りを抑制し，先頭位置を原点に収束させる制御系を設計する．本節では (3.23)

に示す評価関数を考える．

J =

∫ ∞

0
(zTQ(z)z + uTRu)dx (3.23)

(3.23)のQ(z),Rは状態依存型重み行列であり，すべての状態 zに対してそれぞれ半正定，正定

に選ぶ．この評価関数を最小にするフィードバックゲイン F (z)は．

F (z) := R(z)−1B(z)TP (z) (3.24)

ただし，P (z)は次式に示すリカッチ方程式の正定対称解である．

A(z)TP (z) + P (z)A(z) +Q(z)

− P (z)B(z)R−1B(z)TP (z) = 0 (3.25)

45



制御周期毎に (3.24)，(3.25)を解き，このフィードバックゲイン F (z)を計算しなおすことで入力

を更新する．

3.4 推進シミュレーション

3.2節で構築したオブザーバと 3.3節で設計した制御系を用いて，蛇型ロボットが横滑りを抑制

しながら，目標位置まで推進できるかシミュレーションを通じて確認する．シミュレーションで

は以下 2点の目的が達成可能か検証する．

• 蛇型ロボットが横滑りを抑制しながら，先頭位置を原点に収束できること

• オブザーバによって，蛇型ロボットの法線方向の速度が推定できること

シミュレーション条件をTable 3.3，物理パラメータをTable 3.4にまとめる．シミュレーションに

使用するソフトはMaTX[99, 100]，常微分方程式を解くアルゴリズムは ode45Hybridを使用する．

Q = diag(10.0，10.0，0.1，0.1，0.1，0.1，0.1，0.1，0.1) (3.26)

Table 3.3 Simulation Condition

条件 値 単位

シミュレーション時間 160.0 s

サンプリング時間 0.01 s

刻み時間 0.001 s

スタート位置 (xh，yh) (0.5，0.5) m

目標位置 (xp，yp) (0.0，0.0) m

初期 θi π/4，π/2，3π/10 rad

π55/100，4π/10 rad

3.4.1 推進制御の検証

提案する制御系によって摩擦係数の低い路面においても，横滑りを抑制しながら蛇の先頭位置

を原点に収束することが可能かシミュレーションを通して検証する．そこで，本節では従来手法

と提案手法のシミュレーション結果を比較することで，提案手法の有効性を検証する．いずれも

路面とロボットの間に働く摩擦の摩擦係数は小さく横滑りが発生しやすい状況にている．

• 従来手法：制御系において SDREを解く際に，横滑りしない拘束を有する蛇型ロボットの

モデルを用いる [95]
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Table 3.4 Physical parameters used in simulation

パラメータ 値 単位

Ji 0.0108 kg.m2

mi 1.2 kg

ci 0.016 Nm.s/rad

ci2 3.00 Nm.s

µi 0.010 -

di 0.15 m

li 0.10 m

ri 0.03 m

• 提案手法：制御系において SDREを解く際に，3.1節に示した横滑りを考慮した蛇型ロボッ

トのモデルを用いる

SDREを解く際に用いる状態依存重み行列は，従来手法では (3.27)，提案手法では (3.28)とする．

Q1 = diag(100，100，0.1，0.1) (3.27)

R1 = diag(1.0, 1.0, 1.0, 1.0)

Q2 = diag(σh，σh，0.1，0.1，σ1，σ2，σ3，σ4，σ5) (3.28)

R2 = diag(1.0, 1.0, 1.0, 1.0)

σh, =

1000− 1000 · |vyi| (vyi ≤ 0.9999)

0.1 (vyi > 0.9999)

σi =

10.0 · vyi (vyi ≤ 1.0× 10−3)

0.1 (vyi < 1.0× 10−3)

(3.27)は左から順に xh, yh，ω1, w11に関する重みを表す．(3.28)において，σhは蛇型ロボットの先

頭位置 (xh, yh)に関する重み，σi (i = 1, · · · , 5)は各リンクの法線方向の速度wi2に関する重みで

ある．以上の重みを用いて (3.24),(3.25)を制御周期ごとに解き直し，フィードバックゲインF (z)

を計算して，制御入力を決定する．

従来法：横滑りしない拘束付きモデルを用いた場合

先頭位置の軌跡及び法線方向速度を Figure 3.2∼Figure 3.7に示す．Figure 3.2より，横滑りが

ないモデルに基づく従来法の制御器を用いると，全体的にはロボットの先頭位置がスタート位置

(xp, yp)=(0.5, 0.5)から原点 (0.0, 0.0)mに向かって推進した．しかし，Figure 3.2の黒い四角で囲
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Figure 3.2 Trajectry of head position (using conventional study)

んだ (0.4, 0.3)m付近では，ある一定時間，先頭位置が原点に向かって推進せず留まっていた．こ

の原因は制御器が生成した入力では，リンクの推進方向に対する横方向の摩擦が十分に確保でき

なかったからである．その結果，横滑りが発生し，蛇型ロボットが立ち往生している．またFigure

3.3∼Figure 3.7より，全てのリンクの法線方向の速度が振動的であることが分かる．これは，制御

器が横滑りを考慮しないため，横滑りが生じた時に入力の正転，反転を繰り返すごとになり，入

力の方向に応じて法線方向の速度・方向が変化することで振動が発生していると考える．このと

ころから横滑りを考慮する必要性が改めて確認できる．

提案法：横滑りを考慮したモデルを用いた場合

先頭位置の軌跡及び法線方向の速度を Figure 3.8∼Figure 3.13に示す．Figure 3.2より蛇型ロ

ボットの先頭位置がスタート位置 (xp, yp)=(0.5, 0.5)から目標位置 (0,0, 0.0)へとスムーズに収束

していることが分かる．

また Figure 3.9∼Figure 3.13と Figure 3.3∼Figure 3.7の比較から，提案法により設計した制御

器では，横滑りを考慮したモデルを用いて制御入力を計算しているため，法線方向速度の振動を

抑制できていることが分かる．つまり，横滑りを推進可能な程度に抑制していることが分かる．こ

れより，横滑りを考慮したモデルを導出し，このモデルを用いた SDRE制御により，横滑りを抑

制しつつ推進が可能となり，摩擦係数の低い路面においても目標位置に到達できることが確認で

きた．
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Figure 3.3 Normal velocity in first link(using conventional study)
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Figure 3.4 Normal velocity in second link(using conventional study)
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Figure 3.6 Normal velocity in fourth link(using conventional study)

50



-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0  50  100  150  200

ve
lo
ci
ty
[m
/s
]

time[s]

vy5

Figure 3.7 Normal velocity in fifth link(using conventional study)

Figure 3.8 Head trajectry ofhaed position (using proposed study)

51



-0.25

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0  5  10  15  20

ve
lo
ci
ty
[m
/s
]

time[s]

vy1

Figure 3.9 Normal velocity in first link(using proposed study)

-0.6

-0.4

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0  5  10  15  20

ve
lo
ci
ty
[m
/s
]

time[s]

vy2

Figure 3.10 Normal velocity in second link(using proposed study)
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Figure 3.11 Normal velocity in third link(using proposed study)
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Figure 3.12 Normal velocity in fourth link(using proposed study)
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Figure 3.13 Normal velocity in fifth link(using proposed study)
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Figure 3.14 True value of angle velocity in first link

54



-3

-2

-1

 0

 1

 2

 0  5  10  15  20

an
gl
ev
el
oc
ity
[r
ad
/s
]

time[s]

eomaega1

Figure 3.15 Estimation value of angle velocity in first link
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Figure 3.16 True value of propulsive velocity in first link
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Figure 3.17 Estimation value of propulsive velocity in first link
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Figure 3.18 Estimation value of normal velocity in first link
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3.4.2 オブザーバの検証

推進制御入力の決定に必要な接速度及び法線方向の速度を，提案するオブザーバによって推定

できるかシミュレーションを通じて検証する．本節ではQoに (3.28)と同じものを使用する．本

シミュレーションでは，プラントの接速度（真値とする）とオブザーバーによる推定値を比較す

る．各リンクの接速度である角速度，推進速度についての真値と推定値，推定誤差を示す．同時に，

推進方向に対する法線方向速度の真値と推定値，推定誤差も調査する．これらのグラフを Figure

3.14∼Figure 3.29に示す．
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Figure 3.19 Estimation value of normal velocity in second link
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Figure 3.20 Estimation value of normal velocity in third link
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Figure 3.21 Estimation value of normal velocity in fourth link
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Figure 3.22 Estimation value of normal velocity in fifth link

各リンクの角速度，法線方向速度に関して多少推定誤差が発生している箇所があるが，全体的

に誤差は収束しており，推定値が真値に収束しているとみなすことができる．このことからオブ

ザーバによる状態推定性能を確認することができた．
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Figure 3.23 Estimation error of angle velocity in first link
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Figure 3.24 Estimation error of propulsive velocity in first link

59



-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

 0

 0.01

 0.02

 0  5  10  15  20

ve
lo
ci
ty
[m
/s
]

time[s]

err-vy-1

Figure 3.25 Estimation error of velocity in normal direction in first link
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Figure 3.26 Estimation error of velocity in normal direction in second link
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Figure 3.27 Estimation error of velocity in normal direction in third link
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Figure 3.28 Estimation error of velocity in normal direction in fourth link
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Figure 3.29 Estimation error of velocity in normal direction in fifth link
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3.5 分数階微積分を蛇型ロボットの推進へ適用

本節では, 分数階微分により表現された摩擦を蛇型ロボットと地面間の摩擦に適用する．

粘性摩擦は通常，速度に比例する形式で定義される．しかし，実際には流体や粘弾性を考慮した

方が好ましく，そのために粘性摩擦を分数階微分として定義することが望ましいと言われている．

粘性摩擦項を分数階微分として定義したものとして，Bagley-Torvik方程式が知られている．こ

の方程式は粘性摩擦項がNewton流体の法則にしたがい，バネーマス―分数階微分ダンパーによっ

て記述される，

mÿ(t) + cD
3
2 y(t) + ky(t) = F (t), (3.29)

y(t)は変位，F (t)は外力，mは質量，cは摩擦係数，kがバネ定数である．通常の，粘性摩擦項を

整数階微分で記述した場合，

mÿ(t) + cẏ(t) + ky(t) = F (t). (3.30)

である．

蛇型ロボットの地面との接触力の摩擦に分数階微分により記述された摩擦を導入する. Grünwald-

Letnikovの微分を利用し, 微分方程式中の分数階微分項は次の形式で近似計算する.

Dα
t ẏ(t) = h−αΣL

j=0w
(α)
j ẏ(t− jh) (3.31)

ただし, hはサンプリングインターバル, wj の係数は二項係数の漸化式で行う.

Figure 3.30 Snake head trajectory applied fractional friction.

蛇型ロボットと地面間の接触力の摩擦項に分数階微分を導入すると従来の整数階微分のときの

軌道と比較すると, より蛇のくねりが大きくなっていることが確認できる.
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3.6 まとめ

本章では，制御対象が意に沿わず地面上を滑ってしまって所望の動作を実行できないときでも，

横滑りを抑制しながら目的値収束を実現する制御系の設計法を示した．そして, 蛇型ロボットと地

面間の接触力の摩擦項に分数階微分を導入した場合の蛇型ロボットの動作を検証した.

まず 1節では，制御対象蛇型ロボットの 2次元ダイナミクスに対して，隣り合うリンクが 1自

由度の回転ジョイントによって接続されているモデルで表現し，これを PJ法によって導出した．

従来研究では蛇型ロボットのモデルは体幹と垂直な方向には滑らないと仮定していたため，横滑

りが発生したときに対処できなかったが，本章では横滑りしないという拘束の代わりにクーロン

摩擦と粘性摩擦を導入することで法線方向の動摩擦力の差を表現できるモデルを導出した．この

摩擦の影響により，クーロン摩擦が横方向への滑ろうとする力が勝っているときは横滑りが起き

ない状態を表現し，横方向へ滑ろうとする力が勝ったときは横滑りを起こす状態を表現した．

2節では横滑りを検出するオブザーバの設計を示した．蛇型ロボットの先頭位置と各関節角度の

みが観測できるとしてオブザーバを設計した．3節では横滑りを抑制しつつ蛇型ロボットを推進さ

せる制御系を設計した．制御系のベースは従来研究で扱われている SDREによる先頭位置制御系

である．ただし，評価関数が横滑りが発生したときに横滑りを押さえるように働くようにした．

4節では数値シミュレーション上で，提案するオブザーバーと状態フィードバックを組み合わせ

た制御系により，摩擦係数の低い路面上であっても，蛇型ロボット先頭位置が目標点へと収束する

ことを示した．横滑りが発生した瞬間は推定値と真値に推定誤差が生まれるが，その差も直ちに 0

へと収束することを確認した．さらに本制御系では，蛇型ロボットに横滑りが発生しても，その

横滑りを抑えつつ蛇型ロボットの先頭位置を目標地点に到達させることができた．

5節では数値シミュレーション上にて, 分数階微分で記述された蛇型ロボットと地面間との接触

力の摩擦項を含めた先頭位置追従制御を実現し, 従来の整数階微分の摩擦項との差を示した.

以上の結果から，制御対象モデルに路面との摩擦の影響を考慮することで，滑りやすい路面で

も横滑りを抑えつつ推進を実現することができた．提案したモデル，制御系は滑りやすい路面上

での推進に対して有効であると結論づけることができる．
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4. Lithium-ion Batteryの分数次数状態空間

表現

本章では 2章で述べた分数階微積分を LIBに適用することで LIBの詳細なモデルを導出する.

はじめにLIBの等価回路モデルを導出し, モデル内の物理パラメータをParticle Swarm Optimiza-

tion(PSO)により推定する. LIBの等価回路モデルの伝達関数から分数次数の状態空間表現へ実現

する.

4.1 等価回路モデルの導出

Fernendezらの研究を参考に, 電気化学インピーダンスとして, Constant Phase Elements(以下

CPE)を考慮した等価回路モデルを導出する [20]. CPEとは電池を等価回路で表した際に既存の

素子では表せない電気化学的な性質を持った素子である. 振る舞いとしては抵抗とコンデンサ両

方の性質を持ち, 物理パラメータで見立てた場合, コンデンサの表面粗さによって変化が現れるも

のになっている. CPEの定義式を (4.1)に示す. ただし, T は CPE定数, αは CPE指数である.

ZCPE =
1

(jω)α T
(4.1)

αの値が変化することによって性質が変化するようになっている. Table 4.1に αの変化とCPEの

特性変化の関係を示す. CPEを回路素子として表現する際は Figure 4.1のように描く.

Table 4.1 Property of CPE

Index Property

α = 1.0 Capacitor

α = 0.5 Warburg Impedance

α = 0.0 Resistance

Figure 4.1 Element of CPE

Figure 4.2に導出した等価回路モデル, Table 4.2に各素子の振る舞いを示す. ただし, Table4.2

中の//は 2つの素子を並列に接続することを表している. Figure 4.2の各素子は cole-coleプロット

65



内で Figure 4.3のように表される. cole-coleプロットとは, ナイキスト線図の虚部の正負を反転さ

せたグラフである. cole-coleプロットにおいて, インピーダンスベクトルが実軸を横切る点がリチ

ウムイオン電池の合成オーム抵抗R0として表せる. 虚軸の負の領域は高周波でのリチウムイオン

電池のインダクタンス Lで表すことができる. インピーダンスベクトルが半円を描く領域はCPE

と抵抗R1の並列接続で表せ, 電池容量や電極表面に生成される不導体層の厚さを表している. 低

周波領域での直線はWarburgインピーダンスZw∞ で, 電解質や電極表面での粒子の拡散抵抗を表

している.

Figure 4.2 The equivalent model of LIB considering the CPE.

Figure 4.3 Relationship between electrochemical spectroscopy spectra and element
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Table 4.2 Elements of LIB

Elements Physical meaning

L Inductance in high frequency range

R0 Combined resistance of electrode electrolyte, separator and connecting part

R1//CPE1 Changes in battery capacity and ion amount due to change

in thickness of nonconductor layer

ZW∞ Diffusion resistance of Li ions in electrode

4.1.1 伝達関数の導出

CPEのインピーダンス ZCPEを (4.2)に, Warburgインピーダンス ZW∞ を (4.3)に示す. ただ

し, T を CPE定数, αを CPE指数, σをWarburg定数とする.

ZCPE =
1

(jω)αT
(4.2)

ZW∞ =

√
2σ√
jω

(4.3)

抵抗Rとコンデンサ C の並列回路のインピーダンス ZR//C は (4.4)となる

ZR//C =
1

1
R + jωC

(4.4)

(4.4)より, コンデンサを CPEに置き換えると (4.5)となる.

ZR//CPE =
1

1
R + (jω)αT

(4.5)

(4.2), (4.3), (4.5)から, 回路のインピーダンス Z は (4.6)となる.

Z = jωL+R0 +
R1

1 + (jω)αR1T
+

√
2σ√
jω

(4.6)

(4.6)のインピーダンスを実部と虚部に分けると (4.7), (4.8)となる.

Re(Z) = R0 +
R1(1 + ωαRT cosπ2α)

1 + 2ωαRT cosπ2α+ (ωαRT )2
+

σ√
ω

(4.7)

Im(Z) = ωL−
ωαRT sinπ

2α

1 + 2ωαRT cosπ2α+ (ωαRT )2
− σ√

ω
(4.8)

各周波数の入力に対する実部, 虚部のインピーダンスのデータから (4.7), (4.8)にフィッテイン

グし, 各素子のパラメータを推定する.

4.2 インピーダンス測定実験

リチウムイオン電池のインピーダンスから内部状態を推定するために周波数応答を測定する.
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4.2.1 環境構築

周波数領域でリチウムイオン電池の充放電時の電流と電圧を計測する充放電システムを Figure

4.4に示す. Figure 4.4において, ガルバノスタットとは, 電気化学測定を行う際に, セルへの電流

を一定に保つことのできる装置である. 周波数解析器とはPCなどで指定された周波数のデジタル

入力に対し, アナログ信号を出力する装置である. 応答信号から, 出力した信号と同じ周波数の信

号成分を抽出できるため, 周波数解析に用いることができる. また, 周波数を自動的にスイープで

きるため, 電気化学インピーダンス分光法の測定を簡単に行うことができる.

　本システムでは, PCから正弦波のデジタル信号を周波数解析器へ送信する. 周波数解析器でア

ナログ電流をガルバノスタットを通してリチウムイオン電池に入力し, リチウムイオン電池の出力

電流と出力電圧をガルバノスタットで計測する. そして, リチウムイオン電池の電流, 電圧データ

と周波数解析値を周波数解析器でデジタル信号に変換し, PCへ送信する. 以上の流れをリチウム

イオン電池への入力電流の周波数を変化させて測定する.

4.2.2 測定結果

3.1節のシステムと同様のシステムで株式会社エヌエフ回路設計ブロック様に計測して頂いた

データからインピーダンスを導出し, cole-coleプロットに直したものをFigure 4.5に示す. ただし,

計測条件は Table 4.3とした.

　このデータを用いて等価回路モデルの物理パラメータを PSOで推定する.

Table 4.3 Experimental condition

Components Conditions

Battery Single cell LIB

Input Current

Output Voltage

Number of data 101

Current 1.0

Frequency[Hz] 0.1－ 2000

Average number of trial 20

4.3 Particle Swarm Optimizationによるパラメータ推定

本節では, 等価回路モデルのパラメータを推定するアルゴリズムについて述べる.
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Figure 4.4 Experimental system.

4.3.1 PSOについて

物理パラメータの大域的な推定には PSOを用いる. PSOとはM 次元探索空間 S0で, 正規関数

F の最小値を求めるアルゴリズムである. 探索対象の関数内にN 個の粒子を配置し, 粒子が互い

に情報を共有し, 探索空間内を移動することで最適解を求める [59]. (4.9)に探索の終了条件を示

す. ただし, F の最小値は 0に正規化されており, F がある閾値 c1以下となる x(x1, · · · , xM ) ∈ S0

を探索し, (4.9)を満たすまで繰り返し計算する.

F (x) ≤ c1 (4.9)

各粒子は S0内で初期位置から初期速度で動作を開始する. その動作にはパーソナルベスト (以下

Pbest)とローカルベスト (以下 Lbest)を用いる. Pbestとは, kp (k = 1, 2, · · · , N)で表され, k番

目の粒子における時刻 nまでの最良の粒子位置であり, (4.10)を満たす. ただし, n(n = 0, · · · , np)

は離散時間におけるステップ数とする.

F (kp) ≤ F (kx(n)) (4.10)

全ての粒子の Pbestの中でも最良の粒子位置のことをグローバルベスト (以下 Gbest)といい, 時

刻 npでの近似解である. Lbestは klで表され, k番目の粒子と結合した粒子の Pbestの最良値で

ある. 全粒子が結合している場合は LbestとGbestは一致する. 粒子の更新式は (4.11), (4.12)で

表される. ただし, kvm(n),k xm(n) (m = 0, 1, · · · ,M)はある次元mでの時刻 nにおける k番目
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Figure 4.5 Supplied measurement data

の粒子の速度と位置とする. また, w, ρ1, ρ2は 0 ≤ w, ρ1, ρ2 ≤ 1を満たすパラメータであり, 乱数

によって与えられる.

kvm(n+ 1) = wkvm(n) + ρ1(
kpm −k xm(n)) + ρ2(

klm −k xm(n)) (4.11)

kxm(n+ 1) = kxm(n) +k vm(n) (4.12)

Pbestは各時刻において F (kx(n)) < F (kp)を満たすとき, (4.13)で更新される.

kp =k x(n) (4.13)

Pbestの更新に伴い Lbest, Gbestも更新され, Gbestが (4.14)を満たした時に探索を終了する. た

だし, kgはGbestである.

F (kg) ≤ c1 (4.14)

本研究ではインピーダンスの計測値と推定値の差の 2乗を関数とし, 誤差が最小となるパラメータ

を推定する.

4.3.2 PSOによるパラメータ推定結果

4.3.1節のアルゴリズムを用いて, Table 4.4の条件でリチウムイオン電池の物理パラメータを推

定した結果を Table 4.5に示す. ただし, 4.3.1における閾値 c1は c1 = 1.0× 10−6とした.
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Table 4.4 Optimization condition of PSO

Description condition

particle number 500

trial number 388

L[H] 0 ≤ L ≤ 100

R0[Ω] 0.05 ≤ R0 ≤ 0.07

R1[Ω] 0 ≤ R1 ≤ 100

α[−] 0 ≤ α ≤ 1

T [−] 0 ≤ T ≤ 100

σ[−] 0 ≤ σ ≤ 100

Table 4.5 Parameter estimation based on PSO.

Circuit element Value

L[H] 1.12× 10−6

R0[Ω] 6.63× 10−2

R1[Ω] 1.79× 10−2

α[−] 6.33× 10−1

T [−] 3.42

σ[−] 8.56× 10−6

4.3.3 推定したパラメータの妥当性の検証

Table 4.5のパラメータを (4.6)に代入し, 周波数 0.1～2000 Hzでプロットした結果と計測デー

タを Figure 4.6に示す. Figure 4.6より, 計測データに対してフィッティングできていることが分

かる. 野口らの研究での LM法を用いたフィッテイング結果を Figure 4.7に示す [1]. それぞれの

フィッテイング結果の平均二乗誤差と適合率 [60]を Table 4.6に示す. Table 4.6より, [1]の LM

法でのパラメータ推定が本研究での PSOでの推定よりも高い精度で推定できていることが分か

る. しかし, [1]ではオフラインであらかじめパラメータを設定していた. PSOを用いて一括でパ

ラメータを推定できたため, 本研究ではオンラインで等価回路モデルのパラメータを一括で推定す

ることを目指す.

Table 4.6 Mean square error and fitting ratio

Identification method Mean square value [-] fitting ratio [%]

PSO(propose) 3.1958× 10−8 97.0932

LM(previous) 2.7172× 10−8 97.2159
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Figure 4.6 Fitting result based on PSO

4.4 分数次数状態空間表現

4.1.1節にて導出された LIBの伝達関数 (4.6)をラプラス演算子 sにより書き直す.

Z(s) = sL+R0 +
R1

1 + sαR1T
+

√
2σ√
s
. (4.15)

しかしながら,　高周波帯域で影響するインダクタンス成分 sLを含む伝達関数 (4.15)はインプロ

パーであるため，状態空間表現へ実現することができない．そのため, 本研究では, LIB単体の特

性を表している低から中間周波数帯域に着目して分数階状態空間表現を求める. この時の伝達関

数は

Z(s) = R0 +
R1

1 + sαR1T
+

√
2σ√
s
, (4.16)

となる．

Table 4.5の PSOによるパラメータ同定結果から, α = 0.633を α ≈ 2/3と近似する. つまり

(4.8)は CPE部分に s2/3 の，Warburgインピーダンスに s1/2 の分数次数を持つ伝達関数と記述

できる．この分数次数分母の最小公倍数mが 6であることから，状態方程式の微分オペレータは

D1/6と記述できる. 以上から LIBの分数次数状態空間表現は

D1/6x(t) = Ax(t) +Bu, (4.17)

y(t) = Cx(t) +Du, (4.18)
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ここで

A =



0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 − 1

TR1
0 0 0


, (4.19)

B =
[
0 0 0 0 0 0 1

]T
, (4.20)

C =

[ √
2σ

R1T
0 0

1

T

√
2σ 0 0

]
, (4.21)

D =
[
R0

]
. (4.22)

と与えられる.
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5. 分数次数システムのシミュレーション方式

(5.5)-(5.6)で与えられる分数次数状態空間表現の解軌道を計算することができるということは,

すなわち, 分数次数システムの時間応答をシミュレーションできるということである. そのため,

本章では, 分数次数システムを数値的に計算する手法を述べる. はじめに, 分数次数状態空間表現

の構築手法について述べ, 外生入力を有する分数次数システムの状態方程式を外生入力を持たない

形式へと変形する方法について述べ, 変形した状態方程式の解軌道をジョルダン標準形の考えを用

いた計算手法を述べる. 最後に, 4章で導出した LIBの状態空間表現の時間応答を計算することで

本提案手法の有効性を示す.

5.1 分数階微積分による状態空間表現

本節では 2.2.4節で示した定理 2の関係を使うことで, 分数次数で表現されるシステムの状態空

間表現を導出する.

外生入力がない場合の一般の (n,m)次の分数次数を有するシステムは次式で表せる.[
D

n
m + a1D

n−1
m + · · ·+ anD

0
]
x(t) = 0 (5.1)

ただし, nは自然数, mは分母時数の分母の最小公倍数であり, l − 1 ≦ n
m ≦ l(lは自然数)とする.

状態量を 

x1(t) ≜ x(t)

x2(t) ≜ D
1
mx1(t) = D

1
mx(t)

...

xn(t) ≜ D
1
mxn−1(t) = D

n−1
m x(t)

とすると, 次の状態空間表現が得られる.

D
1
mx(t) = Ax(t) (5.2)

ここで, x(t) ∈ Rn, A ∈ Rn×nは次のように表される.

x(t) = [x1(t), x2(t), · · · , xn(t)]T (5.3)

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · ·
...

...
. . .

. . . 0

0 · · · · · · 0 1

−an −an−1 · · · · · · −a1


(5.4)
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(5.2)が (5.1)を表現できているか, n行目を計算して確認する.

D
1
mxn(t) =

[
−an −an−1 · · · · · · −a1

]
x(t)

D
1
mxn(t) = −anx1(t)− an−1x2(t)− · · · − a1xn(t)

D
1
m (D

n−1
m x(t)) = −anD

0x(t)− an−1D
1
mx(t)− · · · − a1D

n−1
m x(t)

よって,

D
n
mx(t) + a1D

n−1
m x(t) + · · ·+ an−1D

1
mx(t) + anD

0x(t) = 0[
D

n
m + a1D

n−1
m + · · ·+ an−1D

1
m + anD

0
]
x(t) = 0

以上より, (5.2)は (5.1)を正しく表現できていることが確認できた.

(5.2) に入力 u(t) ∈ Rr が加わった場合も, 同様にして一般化する. すなわち, 任意の A ∈
Rn×n,B ∈ Rn×r行列を用い, (n,m)次分数次微分システムの状態空間表現が次のように表せる.

D
1
mx(t) = Ax(t) +Bu(t) (5.5)

y(t) = Cx(t) +Du(t), (5.6)

この (5.5)の解は (5.7)となる.

x(t) = E 1
m
,1(At

1
m )x(0) +

∫ t

0
(t− τ)

1
m
−1E 1

m
, 1
m
(A(t− τ)

1
m )u(τ)dτ, (5.7)

(5.7)中のEα,β(·)はMittag-Leffler関数 [73]と呼ばれ, (5.8)で定義される.

Eα,β(z) ≜
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, (α ≤ 0, β ≤ 0) (5.8)

(5.7)が (5.5)の解であるか, (5.2)より確認する. 入力がない時の解は,

x(t) = E 1
m
,1(At

1
m )x0 (5.9)

となる.(5.9)に (5.8)を適用し, 級数展開する.

x(t) = E 1
m
,1(At

1
m )x0

=
∞∑
k=0

(At
1
m )k

Γ( 1
mk − 1)

x0

=
∞∑
k=0

(At
1
m )k

k
m !

x0

=

(
A0t0

1
+

A1t
1
m

1
m !

+
A2t

2
m

2
m !

+ · · ·

)
x0
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これを 1
m 階微分することで (5.2)になるか確認する.

D
1
mx(t) = D

1
m

[(
A0t0

1
+

A1t
1
m

1
m !

+
A2t

2
m

2
m !

+ · · ·

)
x0

]
今回の論文では, 分数階微分には caputoの定義を適用しており, この定義においては定数の微分

は 0となるため, 右辺の初項の微分は 0となる. したがって,

D
1
mx(t) = 0 +D

1
m

[(
A1t

1
m

1
m !

+
A2t

2
m

2
m !

+ · · ·

)
x0

]

=

(
A
1
m !

Γ( 1
m + 1)

Γ(1)
t0 +

A2

2
m !

Γ( 2
m + 1)

Γ( 1
m + 1)

t
1
m + · · ·

)
x0

= A

(
It0

Γ(1)
+

At
1
m

Γ( 1
m + 1)

+
A2t

2
m

Γ( 2
m + 1)

+ · · ·

)
x0

= AE 1
m
,1(At

1
m )x0

= Ax(t) (5.2)

と計算できるため, 解が正しいと確認できた.

次に, m = 2, A = 2, x(0) = x0としたときのシステム

D
1
2x(t) = 2x(t) (5.10)

x(t) = E 1
2
,1(2t

1
2 )x0 (5.11)

の解が正しいか確認する.

D
1
2x(t) = D

1
2

(
E 1

2
,1(2t

1
2 )x0

)
= D

1
2

(
20t0

Γ(1)
+

21t
1
2

Γ(32)
+

22t
2
2

Γ(2)
+ · · ·

)
x0

=

(
0 +

21

Γ(32)

Γ(32)

Γ(1)
t0 +

22

Γ(42)

Γ(42)

Γ(32)
t
1
2 +

23

Γ(52)

Γ(52)

Γ(42)
t
2
2 + · · ·

)
x0

= 2

(
20t0

Γ(1)
+

21t
1
2

Γ(32)
+

22t
2
2

Γ(2)
+ · · ·

)
x0

= 2E 1
2
,1(2t

1
2 )x0

= 2x(t) (5.12)

計算より, (5.12)と (5.10)が一致していることが確認できた.

5.2 状態方程式の拡大系への変換

いま, (5.5)-(5.6)で与えられる分数次数状態方程式において, 外生入力のない場合を考えると,

D
1
mx(t) = Ax(t), (5.13)
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となり, これに伴い解軌道は

x(t) = E 1
m
,1(At

1
m )x(0), (5.14)

で与えられる. 一般の外生入力がある (5.5)の場合には, Mittag-Leffler関数の closed-formが無い

ために, 畳み込み積分の項をまともに計算すると, 時間経過とともに常に積分計算しなおすことに

なる. そこで本研究では, ディジタル制御の考え方を導入し, サンプリングインターバル内では外

生入力が一定 u(t) = uk, (k − 1)∆t ≤ t < k∆tとみなせると仮定する.

u(t) = uk, (k − 1)∆t ≤ t < k∆t, (5.15)

ただし∆tはサンプリングインターバルである. Caputoの分数次数微分の定義では一定値 ukの分

数次数分は 0となる.

D
1
muk = 0, (5.16)

ただし, Riemann-Liouvilleの定義では成り立たないので注意する. (5.16)を (5.5)へ導入すること

で, 外生入力があるシステムは拡大系に変形できる. 拡大系は自由応答系とみなすことができるの

で, 分数次数の状態方程式は行列Mittag-Leffler関数を用いて解くことができる. 状態方程式を変

形した拡大系は

D
1
m x̄(t) =

 A B

0 0

 x̄(0), x̄(t) =

 x(t)

u(t)

 , (5.17)

であり, これの解軌道は

x̄(t) = E 1
m
,1(Āt

1
m )x̄(0). (5.18)

しかし, システム行列 Āが重複固有値を持つ場合がある. 行列Mittag-Leffler関数の計算は, シス

テム行列 Āが重複固有値を持つ場合と持たない場合で, 計算方法が変化するため, この点に注意す

る必要がある.

5.3 行列Mittag-Leffler関数の計算方式

前節で得たシステム行列 Āが重根を持つ場合と持たない場合の計算方式を説明する.

重根を持つ場合, (5.18)内の行列Mittag-Leffler関数を計算するときには [74]のように Āをジョ

ルダン標準形に変形してから 3パラメータ行列Mittag-Leffler関数を適用して計算する必要がある.

Ā = PJP−1, (5.19)

77



によりジョルダン分解し, このときのジョルダン標準形 J とジョルダンブロック Jkは

J = diag(J1,J2, . . . ,Jn), (5.20)

Jk =



λk 1 0 · · · 0

0 λk 1 · · · 0

0 0 λk · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 1

0 0 0 0 λk


, (5.21)

であり, k = 1, . . . , nは固有値の個数, λkは固有値である. 3パラメータ行列Mittag-Leffler関数は

次の式を計算する.

Eα,β(Ā) = Pdiag(Eα,β(J1), Eα,β(J2), . . . , Eα,β(Js))P
−1, (5.22)

Eα,β(Jk) =



Eα,β(λk) E2
α,β+α(λk) E3

α,β+2α(λk) · · · Emk

α,β+(mk−1)α(λk)

0 Eα,β(λk) E2
α,β+α(λk) · · · Emk−1

α,β+(mk−2)α(λk)

0 0 Eα,β(λk) · · · Emk−2
α,β+(mk−3)α(λk)

...
...

...
. . . · · ·

0 0 0 0 E2
α,β+α(λk)

0 0 0 0 Eα,β+α(λk)


. (5.23)

Eρ
α,β(z) =

∞∑
k=0

(ρ)k
Γ(αk + β)

zk

k!
(5.24)

ρ = 1のとき,

E1
α,β(z) = Eα,β(z) (5.25)

であり, 通常のMittag-Leffler関数を計算することと同義である.

重根を持たない場合には, Āを固有値分解し, 固有値行列内の各固有値ごとにMittag-Leffler関

数を計算すればよい.

Eα,β(Ā) = Pdiag(Eα,β(λ1), Eα,β(λ2), . . . , Eα,β(λn))P−1. (5.26)

5.4 LIBでの数値計算

4.4節で求めた状態方程式を提案手法に沿って拡大系へと変形する. 変換した拡大系は

D
1
6 x̄(t) = Āx̄(t), (5.27)
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となり, 解軌道は

x̄(t) = E 1
6
,1(Āt

1
6 )x̄(0), (5.28)

である. ここで

Ā =



0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 − 1

TR1
0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0



, (5.29)

x̄ =
[
x uk

]T
. (5.30)

このシステムは重根を持つため, 5.3節の計算方式に従って (5.28)内の行列Mittag-Leffler関数を

計算する. LIBのシステム行列 Āをジョルダン分解すると

Ā = PJLIBP
−1, (5.31)

と書け, このときのジョルダン標準形 JLIB とジョルダンブロック J1は

JLIB = diag(J1,J2, . . . ,J5), (5.32)

J1 =


λ1 1 0 0

0 λ1 1 0

0 0 λ1 1

0 0 0 λ1

 , (5.33)

である. 3パラメータ行列Mittag-Leffler関数は,

E 1
6
, 1
6
(Ā) = Pdiag(E 1

6
, 1
6
(J1), E 1

6
, 1
6
(J2), . . . , E 1

6
, 1
6
(J5))P

−1, (5.34)

E 1
6
, 1
6
(J1) =


E 1

6
, 1
6
(λ1) E2

1
6
, 2
6

(λ1) E3
1
6
, 3
6

(λ1) E4
1
6
, 4
6

(λ1)

0 E 1
6
, 1
6
(λ1) E2

1
6
, 2
6

(λ1) E3
1
6
, 3
6

(λ1)

0 0 E 1
6
, 1
6
(λ1) E2

1
6
, 2
6

(λ1)

0 0 0 E 1
6
, 1
6
(λ1)

 . (5.35)

この計算を解くことで分数次微分システムの時間応答を数値的に求めることが可能となる. サン

プリングインターバルを 0.1 ms, シミュレーション時間を 0.4 s, 入力を 1としたときの各状態の時
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間応答を Figure 5.1に, その時の出力を Figure 5.2に示す. Figure 5.1では立ち上がりで突入電流

が印加され, その後は漸近的に収束している. Figure 5.2では抵抗R0の値が初期値となり, どうよ

うに漸近的に収束していることが確認できる.
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Figure 5.1 Time response of LIB with fractional order differential equation.
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6. 結論と今後の展望

6.1 結論

本論文では分数次数システムに対する時間応答を数値的に求めることを目的とした. 2章では

Riemann-Liouvilleの分数階微積分や Caputoの分数階微分の定義について説明し, 一般的な分数

階システムの状態空間表現方法や解軌跡を示した.

4章では CPEを考慮した LIBの等価回路モデルを導出し, 等価回路モデルから伝達関数を求め

た. 等価回路の伝達関数に対して PSOを適用することでオンラインでの複数パラメータの同時推

定を行った. 推定した CPEの指数とWarburgインピーダンスの次数から分数次数を 1/6と決定

し, 分数階の状態空間表現を構築した.

5章では分数階システムの時間応答を数値的に求めるために, 分数次数システムの状態空間表現

を拡大系へ拡張し, 計算する解軌跡を簡略化する手法を提案した. 提案したシミュレーション方式

を LIBの分数階の状態空間表現に適用し, 実際に時間領域内でシミュレーションできていること

が確認できた.

6.2 今後の展望

本論文で提案したシミュレーション方式により, 時間領域での分数階システムの数値計算を分数

次数を近似せずにシミュレーション出来るようになった. しかし, Mittag-Leffler関数の無限級数

の計算ではこちらでプログラム上で上限の項数を決める必要があり, その項数を少なく見積もると

Mittag-Leffler関数の値が発散していってしまう問題がある. 実際, ほかの文献でも同様の課題が

残っている. 今後はこの課題に取り組みつつも, LIBのオンラインでの劣化診断を目標に, 提案し

たシミュレーション方式を使用したオンラインでの観測器の設計や状態推定を行う.
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